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Cuvant inainte

Prezentul indrumar se adreseazd in principal studentilor de la specia-
lizarile Calculatoare, Tehnologia Informatiei, respectiv Electronicd, Teleco-
municatii si Tehnologii Informationale, toate programe de studii de licenta
la Facultatea de Inginerie Electrica si Stiinta Calculatoarelor din cadrul
Universitatii Transilvania din Brasov. De asemenea, indrumarul poate fi
utilizat de specialisti din domeniul ingineriei sau informaticii interesati de
aspectele practice, dar si teoretice ale procesarii semnalelor.

Dorim sa& multumim Mariei Marincas, studenta in anul 4 la specializarea
Calculatoare din cadrul facultatii mai sus mentionate, pentru observatiile
utile referitoare la Lucrarea 11, precum si Alexandrei Liana Stédnescu pentru
ilustratia de pe coperta. De asemenea, multumim tuturor studentilor care,
prin intrebérile si observatiile lor, au contribuit la imbunatatirea continutului
acestui indrumar.

Autorit






Lucrarea 1

Introducere in Matlab

Scopul acestei prime lucrdri il reprezintd familiarizarea studentilor cu
mediile de dezvoltare Matlab si Octave si utilizarea acestora pentru generarea
si vizualizarea unor semnale. Matlab reprezintd un limbaj de programare
dedicat calculului numeric, precum si un mediu de dezvoltare ce oferd, pe
langa interpretorul Matlab, o serie de biblioteci si aplicatii utile in diverse
domenii, inclusiv procesarea semnalelor. Mediul de lucru Octave reprezinta o
alternativa open-source la Matlab. Desi nu este 100% compatibil cu limbajul
Matlab, Octave poate fi utilizat fard probleme in realizarea lucrarilor de
laborator prezentate in acest indrumar.

1.1 Comenzi, operatori si variabile

Mediul Matlab dispune de o interfata graficd ce contine cateva ferestre.
Fereastra principald este Command Window, care ofera o linie de comanda
pentru executia instructiunilor si a scripturilor Matlab. Instructiunile se
introduc in linia de comanda dupa prompter:

>>

executia acestora realizdndu-se dupa apasarea tastei Fnter.

Sesiunea de lucru se desfasoard in directorul de lucru curent, in care
sunt stocate toate fisierele utilizate in cadrul sesiunii. Calea cétre directorul
curent poate fi afisata utilizand comanda:

>> pwd
ans=

C:\Users\user\Documents\MATLAB

Schimbarea directorului de lucru se poate face fie prin interfata grafica, din
fereastra principald, fie prin linia de comand4, astfel:

3



>> cd D:\Temp
>> pwd

ans=

D:\Temp

Operatorii aritmetici de baza in Matlab sunt adunarea (+), scaderea (-),
inmultirea (*), impartirea (/), respectiv ridicarea la putere (~). Calculul
direct poate fi realizat in linia de comanda:

>> 1+2

3

In general, in cazul in care rezultatul unei operatii nu este atribuit niciunei
variabile, acesta va fi stocat in variabila speciald ans (prescurtarea cuvantului
answer).

In limbajul Matlab, toate variabilele sunt considerate ca fiind de tipul
matrice. Cazurile particulare sunt valorile scalare (matrici cu un singur
element), respectiv vectorii (matrici unidimensionale), care sunt tratate di-
ferit in anumite situatii: de exemplu, o valoare scalara este extinsa in orice
dimensiune in cazul operatiilor cu matrici, iar accesul unui element din vector
se poate face prin specificarea unui singur indice.

In Matlab, nu este necesarii declararea variabilelor. Implicit, valorile
numerice sunt de tip double, putandu-se realiza conversia ulterioara la valori
intregi, booleene, etc. Variabilele sunt pastrate in memorie pana la ter-
minarea sesiunii Matlab sau pana la de-alocarea lor prin comanda clear.
Initializarea unei variabile se face utilizand operatorul =:

> x =5

Pentru ca rezultatul operatiei sa nu fie afisat in linia de comanda se
introduce caracterul ; la sfarsitul comenzii:

>> y = 18;

Mai jos sunt prezentate cateva exemple de folosire a operatorilor aritme-
tici:



\4
\

I3
Il

(7 x5 -3) /4

> b=a"3

512

Pentru a initializa un vector sau o matrice, valorile sunt introduse intre
paranteze drepte. Elementele de pe aceeasi linie sunt separate prin , sau
spatiu, iar prin ; se face trecerea la linia urmatoare. De exemplu, initializarea
unui vector linie se face astfel:

> v = [1 2 3]

1 2 3
Generarea unui vector coloan se face astfel:

>> v2 = [1; 2; 3]

Numarul de elemente dintr-un vector se poate afla utilizand functia length:

>> length(v2)
ans =

3

Se pot genera automat vectori linie cu valori specificate intr-un interval,
prin formatul a:b:c; vectorul generat va avea valori intre a si ¢, cu un
increment b:

>> 1 =1:2:9



1 3 5 7 9

In cazul in care nu este specificat incrementul, acesta este considerat
automat ca fiind 1:

> i =1:4

1 2 3 4

In continuare este prezentat un exemplu de generare a unei matrici de
dimensiuni 2x2:

>m = [15; 12 9]

1 5
12 9

Pentru a initializa o matrice avand toate valorile egale cu 0 se poate
utiliza functia Matlab zeros(m,n), unde m reprezintd numarul de linii, iar n
numarul de coloane al matricii:

>> z = zeros(2, 3)

0 0 0
0 0 0

In mod similar, pentru initializarea unei matrici avand toate elementele egale
cu 1 se poate utiliza functia ones(m,n), iar pentru generarea unei matrici cu
valori aleatoare distribuite uniform in intervalul [0, 1] se poate utiliza functia
rand(m,n).

Pentru a accesa elemente din vectori si matrici se utilizeaza paranteze
rotunde, tinand cont ca in Matlab indexarea elementelor incepe cu valoarea
1. Astfel, citirea elementului de pe prima linie si coloana a doua a matricii
m se face astfel:

>> m(1,2)



In cazul vectorilor se poate utiliza un singur indice, fie ci este vorba
despre un vector line sau unul coloani:

>> v2(2)
ans =

2

Exista posibilitatea de a accesa mai multe elemente dintr-o matrice uti-
lizénd o singura comanda:

>> m(2, 1:2)
ans =

12 9

De asemenea, utilizind operatorul () se pot introduce elemente in vec-
tori/matrici pe pozitiile specificate:

>> m(1, 2) = -6

m =
1 -6
12 9
Transpusa unei matrici poate fi calculatd utilizand operatorul *:
>> m’
ans =

Inversa, respectiv determinantul unei matrici se pot calcula utilizand
functiile Matlab inv si det:

>> inv(m)
ans =

0.1111 0.0741
-0.1481 0.0123



>> det (m)

81

Operatorii aritmetici Matlab sunt considerati implicit operatori matri-
ciali. Astfel, operatorul * reprezinta produsul matricial. Pentru realizarea
inmultirii element cu element, se utilizeaza operatorul .* . Care sunt con-
strangerile impuse operanzilor in cele doua cazuri?

>> a = [35; 810]; b =[-59; 4 1];

>> a x b
ans =
5 32
0 82
> a .x Db
ans =
-15 45
32 10

In cazul operatiilor cu scalari, acestia sunt extinsi la dimensiunea ope-
ranzilor matriciali:

> m = [3 2; 8 10];
> m + 2

10 12
> m * 3

ans =

24 30



1.2 Fisiere script si functii

Comenzile Matlab pot fi introduse atat in linia de comanda, cat si in
fisiere script (avand extensia .m) ce pot fi apoi rulate. Un fisier script poate
contine:

e Fie o lista de comenzi, ce sunt executate secvential prin introducerea
numelui scriptului (fird extensie) in linia de comand4, valorile varia-
bilelor fiind péastrate si dupa executia scriptului

e Fie o functie Matlab, ce poate fi apelatd cu parametri si poate intoarce
rezultate, variabilele interne fiind dealocate la terminarea executiei
functiei

In cazul scripturilor ce contin o listd de comenzi, se recomanda introdu-
cerea la inceputul acestora a urmétoarelor comenzi pentru inchiderea tuturor
ferestrelor si dealocarea variabilelor, astfel incat rulirile anterioare ale scrip-
tului sd nu afecteze rezultatele curente:

close all;
clear all;

Fisierele de tip functie trebuie sa contina pe prima linie un antet de
forma:

function [rl, r2, ..., rn] = nume_functie(il, i2, ..., im)
unde r1, r2, ..., rnreprezinta variabilele returnate de functie, argumen-
tele de intrare fiind i1, i2, ..., im. Ca exceptie, inainte de antet pot fi

introduse comentarii, marcate cu simbolul %. Aceste comentarii vor apéirea
ca rezultat al apeldrii comenzii help nume_functie. Uzual, ultima linie de
cod a functiei contine cuvantul cheie return. Numele fisierului in care este
salvata functia trebuie sa fie acelasi cu numele functiei.

Exemplul de mai jos prezintd o functie Matlab simpla:

function [r] = putere(a,b)
r =a” b;
return

Apelul functiei din linia de comanda va produce urmatorul rezultat:

>> putere(2,3)

ans =



1.3 Structuri de control

Limbajul Matlab pune la dispozitie structurile de control for, while si
if, avAnd urmatoarea sintaxa:

for contor = start:increment:stop
end
while conditie

end

if conditiel
elseif conditie2
else

end

1.4 Grafice

Comanda pentru afisarea graficelor bidimensionale in Matlab este plot,
aceasta permitand reprezentarea a doi vectori (avand acelasi numaér de ele-
mente), unul in functie de celalalt. Un exemplu de afisare a unui grafic este
urmatorul:

X [2 5 9];

y = [6 -1 8];

figure;

plot(x,y);

xlabel(’x?);

ylabel(’y?);

title(’Exemplu de grafic’);

Rularea exemplului va genera un grafic similar celui din Figura [1.1
Comanda figure deschide o fereastrd noud. In cazul in care aceastd co-
manda nu este utilizatd, comanda plot va afisa graficul in fereastra curenta,
suprascriind un eventual grafic existent. Axele graficului sunt etichetate
utilizand comenzile xlabel si ylabel, iar titlul poate fi afisat cu comanda
title. Comanda plot dispune de o serie de optiuni pentru modificarea as-
pectului graficului, mai multe detalii putand fi obtinute prin rularea comenzii
help plot.
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Exemplu de grafic

Figura 1.1: Exemplu de grafic.

Pentru a suprapune mai multe grafice se foloseste comanda hold on, o
singura datd dupéd afisarea primului grafic si inaintea afisdrii urmatoarelor.

Pentru afisarea mai multor grafice intr-o singurd fereastra se foloseste
comanda subplot, cu urmatoarea sintaxa:

subplot(m,n,p), plot(x,y);

unde m si n reprezinta numarul de linii, respectiv coloane pe care sunt dispuse
graficele, iar p reprezinta numarul graficului curent (numerotarea facandu-se
de la stanga la dreapta si de sus in jos, incepand cu 1).

1.5 Generarea semnalelor periodice
Un semnal z(t) se numegte periodic, de perioada T', daca:

z(t+T)=ux(t), VteR (1.1)

Daca T > 0 este o perioadd a semnalului z(t), atunci kT, k € N* este
de asemenea o perioadd a lui x(t). T se numeste perioadd principald a
semnalului z(t) daca este cea mai mica perioada.

Un exemplu de semnal periodic este semnalul sinusoidal, descris de for-
mula:

z(t) = Asin(wt + ¢) (1.2)

unde A reprezinta amplitudinea semnalului, w reprezints frecvental acestuia,
iar ¢ faza semnalului. In domeniul digital, semnalele sunt reprezentate ca
siruri de valori (vectori). Secventa de cod pentru generarea si afisarea formei
de unda a unui semnal sinusoidal cu A = 3, w = 0.01 si ¢ = 10 este
urmatoarea:

'Printr-un abuz de limbaj, vom folosi cuvantul "frecventa" pentru a vorbi de w (pulsatie
sau frecventd unghiulara), stiind cd diferenta fatd de frecventa reald este de scalare cu o
constantd in radiani : w = 27 f.
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Figura 1.2: Semnal sinusoidal.

A = 3;

omega = 0.01;

phi = 10;

t = 1:1000;

x = Axsin(omega*t+phi) ;
figure;

plot(t,x);

Graficul rezultat va fi de tipul celui din Figura [I.2] Pentru generarea
semnalului, este necesara crearea prealabild a unui vector de timp care va
contine momentele de timp pentru care sunt generate valorile semnalului. In
cazul de fata, vectorul de timp t contine 1000 de valori, ceea ce inseamna
ca se vor genera 1000 de esantioane ale semnalului sinusoidal, stocate in
vectorul x.

Modificati amplitudinea, frecventa, faza, respectiv numaéarul de valori
generate ale semnalului. Ce observati?

Alte semnale periodice, cum ar fi cele de tip dinte de fierastrau si drept-
unghiular pot fi generate in mod similar exemplului precedent, inlocuind
functia sin cu sawtooth, respectiv square. Pentru generarea acestor sem-
nale utilizand mediul Octave, este necesara incircarea prealabila a pachetului
signal, aceasta facAndu-se prin introducerea urmétoarei comenzi:

>> pkg load signal

1.6 Generarea unor semnale aleatoare

Semnalele aleatoare sunt generate ca vectori cu valori aleatoare, utilizand
functiile Matlab rand (pentru semnale cu distributie uniforma) sau randn
(distributie normald sau Gaussiand). De exemplu, secventa de cod urmatoare
genereaza 1000 de esantioane ale unui semnal aleator cu distributie uniforma

(vezi Figura [1.3)):

1000;
rand(1,n);

n

X

12
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Figura 1.3: Semnal aleator cu distributie uniforma.

Problema generarii semnalelor aleatoare va fi abordaté pe larg in cadrul
Lucrarii 7.

1.7 Exercitii

1. S& se implementeze o functie fibo care calculeaza recursiv elementul
de pe pozitia n din sirul lui Fibonacci, definit cu formula:

. 1 daca n <= 2,
fiboln] = § . .
fibo[n — 1] + fibo[n — 2] altfel.

Sa se implementeze o functie care genereaza in mod iterativ un vector
contindnd primele n elemente din girul lui Fibonacci.

2. S& se genereze 600 de esantioane ale unui semnal sinusoidal z(t), de
amplitudine A = 2, frecventd w = 0.02 si fazd ¢ = 0. S& se gene-
reze acelasi numar de esantioane ale unui semnal sinusoidal y(t), cu
frecventa dubla fatd de cea a semnalului z(t). Sa se genereze semnalul
z(t) ce reprezintd suma celor doua semnale.

Sa se afiseze formele de unda ale celor trei semnale in aceeasi fereastra,
una sub alta. Modificati semnalul y(t) astfel incat sa aiba amplitudine
dubla fata de z(t). Ce observati?

3. S& se genereze 2000 de esantioane ale unui semnal sinusoidal z(t),
de amplitudine A = 1, frecventa w = 0.01 si fazd ¢ = 0. Sa se
genereze acelasi numar de esantioane ale unui semnal cosinusoidal y(t),
cu o frecventa de 10 ori mai mare fata de cea a semnalului z(t). Sa
se genereze semnalul z(t) rezultat din modularea in amplitudine a
semnalului z(¢) cu purtdtoarea y(t), utilizand formula:

2(t) = (1 +k-z(t) - y(t)

13



unde gradul de modulatie k£ = 0.5.

Sa se afiseze formele de undi ale celor trei semnale in aceeasi fereastra,
una sub alta. Modificati valoarea gradului de modulatie. Ce observati?

. 34 se genereze N = 1000 de esantioane ale unui semnal sinusoidal x(t),
de amplitudine A = 3, frecventd w = 0.01 si faza ¢ = 0. Sa se calculeze
energia acestui semnal, pe baza formulei:

N

E=3"Jafi (13)

=1

Pentru calculul modulului utilizati functia Matlab abs. Calculati ener-
gia unui semnal de tip dinti de fierastrau, respectiv a unui semnal
dreptunghiular.

. 54 se genereze 300 de esantioane ale unui semnal de tip “chirp”, a carui
frecventa creste liniar in timp (vezi Figura |1.4]). Pentru generarea
semnalului, utilizati functia Matlab urmatoare:

chirp(t, wi, t1, w2);

unde t reprezinta vectorul cu valorile de timp, w1 reprezinta frecventa
initiald, stabila pana la momentul de timp t1, in timp ce w2 reprezinta
frecventa finala.

Figura 1.4: Semnal de tip “chirp”.
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Lucrarea 2

Serii Fourier

Problematica studiata in aceasta lucrare constd in generarea unei baze
de functii reale ortogonale alcatuitd din functii de tip sinus si cosinus pen-
tru reprezentarea semnalelor, precum si descompunerea semnalelor in serie
Fourier trigonometrica.

2.1 Serii Fourier trigonometrice

Spatiul Hilbert al functiilor reale este descris de (H; < -, >,||-||), unde
H reprezinta multimea functiilor reale, continue, derivabile, < -,- > repre-
zintd produsul scalar, iar ||z|| = /< z,2 > reprezintd norma spatiului. De
exemplu, in cazul functiilor continue, derivabile o daté, definite pe intervalul
[a, b], produsul scalar se poate defini astfel:

b
< fg>= / £(t) - g(t)dt (2.1)

Produsul scalar reprezinta proiectia functiei f pe g, rezultatul operatiei
indicand masura in care una din functii o contine pe cealaltd. In cazul
discret, pentru vectori de IV esantioane, produsul scalar se poate defini ca:

N
< f,9>=)_f(i)-g(i) (2:2)
=1

O baza de functii B = {e;|i € N}, B C H se numeste sistem ortogonal
daca functiile ce o alcatuiesc indeplinesc urmatoarea conditie:

[k i=j
< €, €4 >—{ 0 i (2.3)

15



In cazul in care k = 1, B se numeste sistem ortonormal sau ortonormat:

I 1 1=y
< €, € >—5Zj—{ 0 it] (2.4)

Orice semnal periodic s(t), de perioada principald T', poate fi scris sub
forma:

s(t) =co+ Z en cos(nwot) + Z Sy, sin(nwot) (2.5)
n>1 n>1

unde wg = 2% se numeste frecventd fundamentala.

Relatia reprezinta dezvoltarea semnalului s(t) in serie Fourier tri-
gonometrica, valoarea cg reprezentand componenta continud a semnalului,
in timp ce restul reprezinta componentele armonice. Conform relatiei, orice
semnal periodic poate fi descompus intr-o suméa de sinusoide si cosinusoide
avand frecvente multipli intregi ai frecventei fundamentale a semnalului.

Functiile cos(nwot), n € N si sin(nwot), n € N*, formeazd un sistem
ortogonal de functii. Considerand produsul scalar a doud functii f si g
periodice, de perioada T, ca fiind:

<fg>= [ 1) gl (26)
T
se poate arata ca:
)
T'm=n=20
< cos(muwot), cos(nwot) >= < L m=n#0 (2.7)
L0,m #n

< sin(mwot), sin(nwot) >= (2.8)

< sin(mwot), cos(nwot) >= 0,Vm,n (2.9)

Relatiile de mai sus permit calculul coeficientilor ¢, si s, ai dezvoltarii
semnalului s(¢) in serie Fourier trigonometrica, rezultand:

16



< s(t),1 >=

N=
’ﬂ\H

co =

Js

Cp =

N

< s(t), cos(nwot) >= 2 [ s(t) - cos(nwot) dt (2.10)
T

sn = 2 < s(t),sin(nwot) >= 2 [ s(t) - sin(nwot) dt
T

2.2 Desfasurarea lucrarii

In cadrul acestei lucriri se va genera un set de semnale sinusoidale, avand
frecvente multipli ai unei frecvente de baza, se va calcula produsul scalar al
acestora si se vor analiza rezultatele obtinute.

Sa se genereze N = 80 esantioane ale semnalelor urmatoare (Figura:

e 51(t) = sin(wt)
o s9(t) = sin(2wt)
e s3(t) = sin(3wt)

cu frecventa de baza w = 7 (perioada va fi T = 2T = 80).
Secventa Matlab pentru generarea si afisarea celor trei semnale este
urmatoarea:

omega = pi/40;
N = 80;
= 0:N-1;

sl = sin(omega * t);
subplot(3, 1, 1), plot(t, sl1);

s2 = sin(2 * omega * t);
subplot(3, 1, 2), plot(t, s2);

s3 = sin(3 * omega * t);
subplot (3, 1, 3), plot(t, s3);

Sa se calculeze produsul scalar < s1(t), s1(t) >, conform formulei ([2.2]).

Secventa pentru realizarea calculului este prezentata mai jos, rezultatul fiind
afisat in linia de comanda:
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sin(et)

sin{Z?ot)
1 ) ! ! !
N

_1 N B B | B B B
0 10 20 30 40 50 60 70 80

sin{3ot)

Figura 2.1: Semnalele sin(wt), sin(2wt), sin(3wt).

slsl = 0;
for i =1 : N

silsl = si1sl + s1(i) * s1(i);
end

fprintf (’<sl, s1> = %f\n’, sisl);

Sa se calculeze produsul scalar < s1(t),s2(t) >, folosind urmatoarea
secventa:

sls2 = 0;
for i =1 : N

s1s2 = s1s82 + s1(i) * s2(i);
end

fprintf (’<sl, s2> = %f\n’, sl1s2);

Se poate observa ca rezultatele obtinute confirmé proprietatile de orto-
gonalitate enuntate in . In mod similar exemplelor de mai sus, calculati
produsele scalare < s1(t), s3(t) >, respectiv < sa(t), s3(t) >. Cum se poate
realiza calculul fara utilizarea unei structuri for?
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2.3 Exercitiu

Sa se genereze si afiseze N = 80 esantioane ale semnalului reprezentat in

Figura

Figura 2.2: Semnal compus din trei sinusoide.

s(t) = 0.5sin(wt) + 0.4sin(2wt) 4+ 0.1sin(bwt), w = Z—O (2.11)

Sa se genereze cate N esantioane pentru 5 semnale de forma :
sp(t) = sin(nwt), n=1,2,..,5 (2.12)

1. Calculati produsele scalare < s(t), s1(t) >, < s(t), s2(t) >, ...,
< s(t), s5(t) >.

2. Calculati coeficientii s1, s2, ..., s5 ai dezvoltarii in serie Fourier trigo-
nometricd a semnalului s(t).
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Lucrarea 3

Transformata Fourier

In cadrul acestei lucrari vor fi studiate spectrele Fourier de amplitudine
ale catorva semnale de interes, calculate cu ajutorul transformatei Fourier
rapide, disponibila ca functie Matlab.

3.1 Relatiile de transformare

Spre deosebire de seriile Fourier, transformata Fourier poate fi utilizata
pentru analiza semnalelor neperiodice. Fie un semnal x(t) de modul integra-
bil:

+o00o
/ x(t)dt = M < o0 (3.1)

—00
Transformata Fourier a semnalului z(t) este definita astfel:

—+00

X (w) = / s(t)e—Tt (3.2)

—0o0

Transformata Fourier X (w) reprezinta o functie complexa, ce poate fi
scrisd in functie de modul si faza in felul urmétor:

X(w) = |X (w)]e"7# (3.3)

Astfel, modulul | X (w)| reprezintd amplitudinea, iar ¢(w) faza cosinu-
soidei complexe de frecventd w ce face parte din descompunerea spectrala
a semnalului z(t). Toate valorile | X (w)| alcatuiesc spectrul de amplitudini
al semnalului z(t), iar fazele alcdtuiesc spectrul de faze. Dacad z(t) este un
semnal cu valori reale, atunci transformata Fourier va fi simetrica fata de axa
verticald, valorile transformatei Fourier fiind situate simetric fatd de zero si
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complex conjugate (astfel apar frecventele imagine, cu semn negativ, care nu
existd in realitate in spectrul semnalului):

(X (—w)| = [X(w)|
p(-w) = —p(w)

Relatia inversa de transformare, care permite recuperarea semnalului z(t)
din spectrul X (w) este:

X(~w) = X*(w) & { (3.4)

+o0
x(t) = % / X (w)e™tdw (3.5)

In Figura este prezentat un semnal cosinusoidal de frecventa wy si
spectrul sau de amplitudini teoretic. Pe langd componenta de frecventa
wp, se poate constata prezenta in spectru a componentei corespunzatoare
frecventei imagine —wy.

A x(t)=cos(wot) 4 [X(w)]

\ A A / m8(w+wo) T8 (w-wo)
VEVIAVERVE
-Wo 0 W w

(a) (b)

Figura 3.1: Semnal cosinusoidal (a) si spectrul sdu de amplitudini (b).

Varianta utilizata in analiza semnalelor discretizate in timp este Trans-
formata Fourier Discreta (Discrete Fourier Transform - DFT). In general, in
implementarile digitale se utilizeaza o varianta eficienta de calcul a acesteia,
denumita Transformata Fourier Rapida (Fast Fourier Transform - FFT).

3.2 Desfasurarea lucrarii

S& se genereze un semnal cosinusoidal. S& se calculeze si afiseze spectrul
Fourier de amplitudini al acestui semnal. Generarea si afisarea a N = 300
esantioane ale semnalului cosinusoidal x, de amplitudine A = 1 si frecventa
w = 0.2 se face utilizdnd secventa de mai jos:

N = 300;
t = 1:N;
omega = 0.2;

x = cos(omegax*t);
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figure;
plot(t, x);

Calculul si afisarea spectrului de amplitudini se face astfel:

X = fft(x);
w=-pi : (2%pi)/N : pi - (2%pi)/N;
figure;

plot(w, abs(fftshift(X)));

Functia f£ft realizeazi calculul transformatei Fourier rapide, in timp ce
functia fftshift se utilizeaza pentru a avea componenta continud (w = 0)
in centrul graficului spectrului, in timp ce abs calculeazi valoarea absoluta
a argumentului. De remarcat este faptul cd componentele reprezentate
utilizand transformata Fourier rapida sunt in numéar de N (egal cu numarul
de esantioane ale semnalului analizat), distantate egal in intervalul [—7, 7).

Repetati pasii de generare a semnalului si calcul al transformatei Fourier
pentru diverse frecvente ale semnalului x.

3.3 Exercitii

1. Sa se calculeze si afiseze spectrul Fourier de amplitudini pentru urmé-
toarele semnale:
e Impuls unitate
e Semnal constant

e Impuls dreptunghiular

2. S& se verifice proprietatea de liniaritate a transformatei Fourier:

Flax(t) +by(t)}(w) = aF{z(t)}(w) + bF{y(t)}(w) (3.6)

e Si se genereze doud cosinusoide, z(t) de frecventd w, = 0.2 si y(t)
de frecventa w, = 0.3

e Sa se calculeze si afiseze suma spectrelor de amplitudine ale celor
doua cosinusoide

e Sa se calculeze si afiseze spectrul semnalului rezultat prin insu-
marea celor doua cosinusoide

23



24



Lucrarea 4

Esantionarea semnalelor

In cadrul acestei lucriri ne vom concentra atentia asupra citorva aspecte,
atat teoretice cat si practice si de interpretare, ale esantionrii, aceasta fiind
o primé etapa in conversia semnalelor din domeniul analogic in cel digital.

4.1 Teorema esantionarii

Teorema, egantiondrii, cunoscutid si ca teorema Nyquist-Shannon, este
de o deosebitd importanta pentru trecerea de la domeniul functiilor sau al
semnalelor continue la domeniul functiilor si al semnalelor discrete, practic
pentru conversia semnalelor analogice in semnale digitale. Discretizarea
semnalelor se face in timp (proces ce poartd numele de esantionare) si
in wvaloare (proces ce poard numele de cuantizare). Din punct de vedere
ingineresc, esantionarea reprezinta procesul convertirii unui semnal, a unei
functii continue de timp, intr-o secventa sau sir de valori, adica intr-o functie
discreta de timp.

Fie z(t) un semnal de modul integrabil, al carui spectru X (w) este dat
de transformata Fourier:

—+00

X(w) = Fla(t)}(w) = / s(t)e—Tt gy (A1)

—0o0

Semnalul z(t) poate fi recuperat din spectrul X (w) prin transformata
Fourier inversa:

+00
2(t) = FUYX (@)} () = % / X (w)e ™ duy (4.2)

Vom presupune in continuare ca spectrul semnalului este marginit, de
forma celui din Figura Marginirea spectrului se expriméd matematic ca:
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X (W) =0 Yw> Qas, (4.3)

unde 4. este frecventa maxima din spectrul semnalului.

[X(w)]

“Qunax 0 Qrmax

Figura 4.1: Exemplu de spectru marginit.

Avand in vedere conditiile descrise anterior, enuntul teoremei egantionarii
este urmatorul: Un semnal x(t) de spectru marginit poate fi complet recon-
struit din esantioanele sale, cu condifia ca frecventa de esantionare Q. sd fie
cel putin dublul frecventer maxime Qo din spectrul semnalului.

+oo
2(t) = Y a(kT.)sinc(Qmaa(t — k1)), VtER (4.4)

k=—00

x(kT,) reprezintd esantioane prelevate din semnalul original, la momente
de timp kT, (multipli intregi de perioada de egantionare), egal distantate.
Acesta reprezinta cazul esantionarii uniforme.

Versiunea originali a teoremei, care apartine lui Shannon, este urmétoa-
rea: Daca o functie x(t) nu conline frecvente mai mari decit B Hz, atunci ea
este complet determinatd de valorile functiei intr-o serie de puncte distantate
la % secunde.

Conditia ca frecventa de esantionare sa fie macar dublul frecventei ma-
xime din spectrul semnalului poartd numele de condifie Nyquist.

2 o

Q. = = 20 nax 4.5
e 4
21 T
Te = —_—__— 4-
% = o (46)

Vom reproduce aici demostratia originald a lui Shannon, extrem de ele-
gantd, dar mai putin intuitiva pentru intelegerea refacerii semnalului prin
interpolarea utilizand functii sinus cardinal, mai concret o filtrare trece-jos
(vezi Lucrarea 6).

Demonstratie: Fie X (w) spectrul Fourier al semnalului z(¢). Atunci:

1 400 1 +27TW
x(t) = by / X(w)e*tdw = Py / X (w)et 7t duw
—0o0 —2tW
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deoarece X (w) este zero in afara intervalului (benzii) de frecvente [—27W, 27 W],
unde Qe = 20W.

Daca t = 573, unde n este un intreg pozitiv (sau negativ), atunci obtinem:
+27W
n 1 o n
r|l=—)=— X (w)et7¥2w dw
<2W) 27 / ()
—27W

In partea stangd nu avem altceva decit valorile esantioanelor prelevate
din z(t). Integrala din partea dreaptd nu este altceva decéat coeficientul n al
dezvoltéarii in serie Fourier a functiei X (w), considerand intervalul [—27W, 2r W]
ca perioadd fundamentald. Dar functia x(¢) poate fi reficutd oricand din
spectrul X (w), prin urmare ea poate fi refacuta din esantioanele sale.

Esantioanele semnalului se obtin prin inmultirea semnalului cu functia
de egantionare de tip “pieptene" de egantionare (Figura, formata dintr-o
suma sau succesiune de impulsuri Dirac, egal distantate in timp cu perioada
de egantionare.

b1.(6) = 3 6(t - nT) (@7)

nez

3T, 2T, T, 0 T. 2T, 3T,

Figura 4.2: Functia “pieptene" de egsantionare.

Consecinta egantionirii o reprezintd periodizarea spectrului semnalului
original cu Q. (vezi Figura [4.3), datoritd descompunerii in serie Fourier a
spectrului semnalului original folositd in demostratia teoremei.

X(w)]

-20, Q. Do 0 Qmax Q. 20,

Figura 4.3: Periodizarea spectrului.

Conform teoremei, reconstructia semnalului este realizata ca o interpo-
lare, ca o suma de functii sinus cardinal ponderate cu valorile egantioanelor
x(kT,) ale semnalului. Relatia poate fi privitad si ca o descompunere a
semnalului original x(t) intr-o bazd ortonormatad de functii { fx(¢)}rez (vezi

Figura , unde:
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Fe(t) = sinc(Qmas(t — kT.)) (4.8)

s 05
0 0
05 -05
] 500 1000 1500 2000 il 500 1000 1500 2000
f2 f3
1 1
-1 -1
] 500 1000 1500 2000 il 500 1000 1500 2000
f4 fs
1 1
0 ‘/\/\/\/M 0 /\/\/ \/\/\M‘—’v
-1 -1
] 500 1000 1500 2000 il 500 1000 1500 2000

Figura 4.4: Baza de functii sinus cardinal pentru k& = 0..5.

In functie de frecventa 2. cu care se realizeazi esantionarea, distingem
trei cazuri:

e esantionare corectd, atunci cand Qe = 2Q,44,
o supraesantionare, pentru Qe > 2040 si

o subesantionare, cind nu este indeplinitd conditia Nyquist, Q. < 2Qm4z-

In cazul supraesantionirii se realizeazi o separare mai buni intre replicile
spectrale, iar semnalul poate fi refacut corect, la fel ca in cazul unei esan-
tiondri corecte. In cazul subesantionirii, insd, apare fenomenul nedorit de
“aliere" (eng. aliasing) adica de suprapunere a replicilor spectrale. Aceast
fenomen are drept urmare imposibilitatea refacerii corecte a semnalului ori-
ginal din egantioanele prelevate cu Q¢ < 2Q,42. Spectrul semnalului refacut
va contine frecvente aparent inalte dar care nu sunt altceva decét frecvente
joase din prima replicd spectrald, amestecate (aliate) cu cele din spectrul de
baza al semnalului (vezi Figura [4.5).
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IX{w)|

-2Q. Qe Oma 0 Qmax Qe 20,

Figura 4.5: Fenomenul de aliere a replicilor spectrale.

4.2 Desfagurarea lucrarii

In cadrul acestei lucriri se va genera un semnal format dintr-o sumsi de
sinusoide, se va esantiona cu diverse frecvente de egantionare, se va reface
semnalul folosind formula datd de teorema esantionarii si se vor analiza
rezultatele obtinute.

Sa se genereze un semnal de forma:

x(t) = Ay - sin(wit + 1) + Az - sin(wat + p2) + Az - sin(wst + ¢3)  (4.9)

De exemplu, dacd A1 =1, w1 = w = 0.01, p; =0, Ay = 0.5, wo = 2w,
w2 =10 gi A3 = 0.25, w3 = 3w, @3 = 30 se obtine semnalul din Figura [4.6
Secventa Matlab pentru generarea acestui semnal este urmaétoarea:

N = 2000;
omega = 0.01;
t = 1:N;

x = sin(omega*t) + 0.5*sin(2*omega*t+10) + 0.25*sin(3*omega*t+30);
figure;
plot(t,x);

S& se esantioneze acest semnal cu Q. = 20,4 = 6w, si sd se reprezinte
grafic esantioanele folosind functia Matlab stem.

Te = floor( 2*pi / (6*omega) ) ;
t_es = 1:Te:N;

x_es = x( t_es );

hold on;

stem( t_es, x_es );

S& se reconstituie semnalul original, din egantioanele prelevate, folosind

interpolarea cu functii sinus cardinal (sinc(z) = %(x))

for i = 1:N
s = 0;
for k = 1:1length( t_es )
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s = s + x_es(k) * sinc((3*omegax*(i-t_es(k)))/pi);
end;
x_rec(i) = s;
end;

plot( t, x_rec, ’r-’ );

Rezultatul ar trebui sd semene cu cel din Figura Puteti observa
cum in cazul esantiondrii corecte cu Q¢ = Q4 semnalul reconstruit (rogu)
din esantioanele prelevate (negru) este aproape identic cu semnalul original
(albastru).

1.5

1

0.5

0
_O.Ej W \w w

-1

1.5

0 1000 1500 2000

Figura 4.6: Semnalul z(¢) original, esantionat si reconstruit, in cazul
esantiondrii corecte cu Q¢ = 2,40 = 6w.

Observatie: Daca semnalul original era reprezentat in 2000 de puncte,
acesta poate fi reconstruit din doar 20 de egantioane.

Repetati procedeul (esantionare si reconstructie) pentru Qe = Qe = 3w
si Qe = Qm‘” = 1.5w. Observati efectele subegantionarii. Semnalul original
nu mai poate fi refacut din esantioanele prelevate, daca nu a fost respectata

conditia Nyquist (vezi Figura [4.7).

15 15
1 1
05 — 05
0 0
05 y -0.5
-1 -1
15 1000 1500 2000 15 1000 1500 2000

(a) (b)

Figura 4.7: Semnalul x(¢) original, esantionat gi reconstruit in cazul unei
subesantionari cu (a) Q. = 3w si (b) Q. = 1.5w.
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4.3 Exercitii

1. S& se reia exemplul din desfagurarea lucririi pentru diverse frecvente
de esantionare ce nu respecti conditia Nyquist. Observati efectele atat
asupra formei semnalului reconstruit, cat si asupra spectrului Fourier
de amplitudine al acestuia, comparativ cu semnalul original.

2. Sa se genereze un semnal de tip dinte de fierastrau, folosind functia
Matlab sawtooth. S& se repete pasii din desfagurarea lucrarii, alegind
Qmaz frecventa din spectrul semnalului pentru care | X (w)| reprezintd
aproximativ 10% din valoarea maximi a spectrului de amplitudine. Ce
observati?

100
05
80

40
-05
20

"o 5 10 15 20 25 30 0 50 100
(a)

Figura 4.8: Semnalul dinte de fierastrau si spectrul siu Fourier de amplitu-
dine.
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Lucrarea 5

Sisteme de timp discret

In cadrul acestei lucrari vor fi studiate o serie de sisteme dedicate pre-
lucrarii secventelor discrete de date. In urma discretizirii in timp a unui
semnal continuu z(t), se obtine secventa de esantioane (sau semnalul dis-
cret) xz[n],n € Z. Functia sistemelor de timp discret este de a prelucra o
secventd de intrare z[n] pentru a genera o secventd de iesire y[n]. Acestea
reprezinta sisteme de tip single-input single-output (SISO) (Figura . In
cele ce urmeaza vor fi studiate patru sisteme de timp discret: acumulatorul,
derivatorul de ordinul unu, filtrul de mediere si interpolatorul liniar.

x[n]— S.T.D. —> y[n]

Figura 5.1: Sistem de timp discret.

5.1 Acumulatorul

Acumulatorul reprezinta un sistem a carui iesire la un anumit moment de
timp reprezintd suma tuturor esantioanelor de la intrare de pana la momentul
respectiv. Sistemul este descris de urmatoarele relatii intre intrare si iesire:

y[n] :Zx[k},nzl,...,N (5.1)

k=1

y[1] = =[1]
yln] =y[n -1 +z[n],n=2,...,N

n

(5.2)

Cele dou variante sunt echivalente. In varianta 1} , lesirea la momentul
n este calculata pe baza tuturor valorilor de intrare de pana la momentul n,
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in timp ce in varianta este una recursivd, iesirea curentd fiind calculata
pe baza intrarii curente si a iesirii precedente (implementare cu reactie -
feedback).

Sa se genereze un semnal ce contine un impuls unitate si sa se aplice la
intrarea unui acumulator implementat conform variantei (vezi Figura
(a) si (b)).

Generarea si afisarea a N = 100 esantioane ale semnalului de intrare se
face astfel:

N = 100;
x = zeros(1,N);
x(N/2) = 1;

figure;
stem(x) ;

Urmétoarea secventd realizeazd implementarea acumulatorului conform
formulei ([5.1)) si afisarea semnalului de iesire:

y = zeros(1,N);
for n = 1:N
for k = 1:n
y@ = y@ + x(k);
end
end

figure;
stem(y) ;

Exercitii

1. Inlocuiti semnalul de la intrare cu o secvent# aleatoare, generati utili-
zand functia Matlab rand (vezi Figura (c) si (d)).

2. Implementati acumulatorul utilizand relatia (5.2)).

5.2 Derivatorul de ordinul unu

Derivatorul de ordinul unu reprezinta practic un filtru trece-sus, avand
rolul de a scoate in evidenta tranzitiile bruste din vectorul reprezentand
semnalul discret de prelucrat. Derivatorul este definit prin urmaétoarele
relatii intre intrare si iesire:

yln| =zn] —zn—-1,n=2,..,N (5.3)
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yln|=zn+1] —znl,n=1,..,N -1 (5.4)

Cele doua relatii sunt echivalente, insa doar varianta poate fi utili-

zata intr-o implementare ce poate opera in timp real; in cazul variantei ,

pentru calculul valorii de iesire la momentul n este necesard cunoasterea

valorii intrarii de la momentul de timp urmator, n + 1, valoare necunoscuta

in cazul unui sistem de timp real. Acest fapt nu constituie un impediment
atunci cand intregul semnal de intrare este disponibil pentru procesare.

1 1
09 09F
08| 08l
07t 07k
0.6 06
05 05k
0.4} 04
03} 03l
02t 02l
0.1 | 01}

0 o o o o 0

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

(a) Semnal de intrare. (b) Semnal de iesire.
1 14
L ©
09 12 o]
0.8 r [}
07| o or
©
06| sl
0.5
ol

04F
03[ 4}
0.2}
0.1 |

el 11 T Ll

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

(c) Semnal de intrare. (d) Semnal de iesire.

Figura 5.2: Semnalele de la intrarea (a), (c) si iesirea (b), (d) acumulatorului.
Exercitii

1. S& se genereze N = 100 esantioane ale unui semnal discret de tip
treapta unitate si sa se aplice la intrarea unui derivator implementat

conform uneia din variantele (5.3)) sau (5.4) (vezi Figura [5.3).

2. Pornind de la una din ecuatiile sau (5.4)), sd se deduca relatia
dintre intrare si iesire pentru un derivator de ordinul doi si si se
implementeze acest sistem. Aplicati semnalul de tip treapta unitate
la intrarea derivatorului de ordin doi, precum si la intrarea unui sistem
alcatuit din doua derivatoare de ordinul unu conectate in cascada.

35



1 9 1

0.9 0.9

0.8 0.8

0.7 0.7

0.6 0.6

0.5 0.5

0.4 04

0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1
0 =~ = 0 - ® o -
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

(a) Semnal de intrare. (b) Semnal de iesire.

Figura 5.3: Intrarea (a) si iesirea (b) unui derivator de ordinul unu.

5.3 Filtrul de mediere

Filtrul de mediere reprezintd un filtru trece-jos, utilizat pentru reducerea
(netezirea) variatiilor bruste dintr-un semnal. Valoarea unui esantion de la
iesire este media a M esantioane consecutive din semnalul de intrare.

Relatia dintre intrare si iesire pentru un filtru de mediere cu fereastra de
M esantioane este urméatoarea:

M—

—_

1
i zn—kl,n=M,..,N (5.5)

k=0

yln] =

Exercitiu

Sa se genereze N = 100 esantioane ale unui semnal sinusoidal de ampli-
tudine A = 4, frecventd w = 0.1 si faza @ = 0. S& se suprapuna zgomot
peste acest semnal, utilizand functia Matlab rand. Implementati un filtru

de mediere si observati efectele aplicarii acestuia asupra semnalului afectat
de zgomot, pentru M = 2...10 (vezi Figura [5.4).

5.4 Interpolatorul liniar

Interpolatorul liniar se utilizeazd pentru cresterea ratei de esantionare a
unui semnal discretizat in timp. Prima etapa o reprezinta supraesantionarea
secventei de intrare z[n] cu un factor L, prin introducerea de zerouri, rezul-
tand o secventd x,[n] de L - N esantioane.

Tuln]= z[(n—1)/L+1,n=1,L+1,2L+1,...
Y1 0,1n rest

(5.6)
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(¢) Rezultatul filtrarii cu M = 2. (d) Rezultatul filtrarii cu M = 6.

Figura 5.4: Efectul aplicirii unui filtru de mediere.

Interpolarea se aplicd asupra semnalului supraesantionat z,[n|, pentru
a estima valorile lipsa. Cel mai simplu mod de interpolare il reprezinta
interpolarea liniard. Relatia pentru calculul semnalului de iesire in cazul
interpolarii liniare cu un factor L = 2 este urmatoarea:

1
y[n] = zy[n] + i(xu[n — 1]+ zyn+ 1]),n =2,..,2N -1 (5.7)
In timp ce pentru o interpolare cu un factor L = 3, relatia este urmatoarea:

y[n] = u[n] + %(:pu[n — 1]+ zuln + 1]) + %(:L“u[n — ]+ Tyl + 2]),

n=3,....,3N —2
(5.8)
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Exercitii

1. S& se genereze N = 100 esantioane ale unui semnal de tip dinte de
fierastrau de amplitudine A = 4, frecventa w = 0.1 si faza ¢ = 0.
Dublati rata de esantionare a acestui semnal, realizdnd o interpolare
liniard cu un factor L = 2 (vezi Figura [5.5).

2. Triplati rata de esantionare a aceluiasi semnal, realizand o interpolare
liniara cu un factor L = 3.

3. Deduceti si implementati ecuatia unui interpolator liniar cu un factor
L oarecare.

T

'40 20 40 60 30

(a) Semnal dinte de fierdstriu.

4

3

0 50 100 150 200

(c) Rezultatul interpolérii liniare.

Figura 5.5: Interpolarea liniarad cu factor L = 2.
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Lucrarea 6

Filtrul trece-jos i1deal

In aceastd lucrare vom aborda problema filtrarii liniare a semnalelor.
Sistemele liniare invariante in timp (pe scurt, filtrele liniare) sunt de o
importanta aparte in studiul prelucrarii de semnale, in contextul analizei de
tip Fourier a semnalelor. Ne propunem proiectarea si implementarea unui
filtru trece-jos ideal, farad a tine cont de problema ferestruirii. Pentru o im-
plementare reald, vom studia efectele aproximarii functiei pondere teoretice
a filtrului, analizdnd comportamentul in frecventa al filtrului (cu ajutorul
transformatei Fourier) pentru citeva semnale sintetice.

6.1 Sisteme liniare invariante in timp

Un sistem se numeste liniar daci, aplicand la intrarea sa o combinatie
liniard a doud semnale x1(t) si z2(t), de forma axy(t) + bxa(t) cu a,b € R,
semnalul de iesire va fi de forma ay;(t) + bya(t), unde y1(t) si y2(t) sunt
raspunsurile sistemului la intrarile z (¢), respectiv za(t) (vezi Figura[6.1)).

x4(t) yi(t)
x42(t)> Sistem y42(0>
ax, (t)+bx, () lriteir ay;(h+by,(t)

Figura 6.1: Sistem liniar.

Sistemul se numeste nvariant in timp dacd actiunea sa asupra unui
semnal de intrare z(t) este aceeasi indiferent de momentul la care este apli-
cat semnalul respectiv la intrarea sistemului (ilustrare in Figura [6.2). Cu
alte cuvinte, pentru un acelasi stimul (semnal) aplicat la intrare, raspunsul
sistemului este acelasi indiferent de momentul de timp la care este aplicat
stimulul.
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x(t) Sistem y(t)
—> invariant —

x(t-t,) in timp y(t-ty)

Figura 6.2: Sistem invariant in timp.

Sistemele liniare invariante in timp (pe care le vom numi, pe scurt,
filtre liniare) au ca functii proprii semnalele sinusoidale (de unde contextul
analizei Fourier a semnalelor). Altfel spus, daca aplicAm la intrarea unui
filtru liniar un semnal sinusoidal de frecventd wp, semnalul de iesire va fi
tot o sinusoidd de frecventd wy (cu amplitudinea si faza modificate fatd de
sinusoida de intrare). Un filtru liniar va fi, deci, complet caracterizat de
o functie care descrie modificarea amplitudinii si a fazei sinusoidelor pentru
fiecare frecventa wq, functie care se numeste raspuns in frecventd si se noteaza
H(w).

In cazul in care semnalul z(t) aplicat la intrarea filtrului liniar nu este
sinusoidal, putem explica forma semnalului de iesire y(t) tot prin reducere la
cazul sinusoidal. Acest lucru este posibil intrucat, conform analizei Fourier a
semnalelor, orice semnal de modul integrabil z(t) poate fi descompus intr-o
sumd (infinitd) de semnale pur sinusoidale.

Data fiind transformata Fourier a semnalului z(¢), anume X (w), pentru
fiecare componenti sinusoidald de frecventd w din semnal, putem calcula
faza si amplitudinea la iesire in functie de cele de la intrare ca si:

Y(w)=Hw)X(w) Yw, (6.1)

dupa care recompunem semnalul de iesire insuméand toate sinusoidele Y (w):

+oo
o) = F Y @0 =5 [ Ve (6.2)

6.2 Filtrul trece-jos ideal

Filtrul trece-jos (FTJ) ideal, denumit si filtrul Sinc, este acel filtru care
lasa s& treacd nealterate toate componentele spectrale de frecvente mai mici
decdt un anumit prag wg, in timp ce componentele de frecvente superioare
pragului respectiv sunt complet rejectate.
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(a) Spectrul marginit al semnalului de intrare.
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(b) Modulul filtrului trece-jos ideal.

IY(@)|

w
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(c) Spectrul semnalului de la iesirea filtrului.

Figura 6.3: Spectrele de amplitudine ale semnalului de intrare, raspunsului
in frecventa al filtrului trece-jos si semnalului de iesire.

6.2.1 Filtrarea trece-jos ideala in domeniul frecventa

Fie un semnal z(¢) avind un spectru méarginit, de forma celui din Figura
Ne propunem sa filtrdm acest semnal cu un filtru trece-jos ideal ce
are frecventa de tdiere wy < wWmqr. Modulul raspunsului in frecventa al
unui astfel de filtru este prezentat in Figura Rezultatul operatiei
de filtrare in domeniul frecventa va fi Y(w) = H(w)X (w); deci, la iesirea
filtrului, semnalul y(¢) va avea, teoretic, un spectru Fourier de amplitudine de
forma celui din Figura Bineinteles, semnalul y(t) poate fi reconstituit,
prin transformarea Fourier inversa, din spectrul Y (w), conform relatiei (6.2]).
Etapele descrise mai sus sunt prezentate intr-o forma schematizata in Figura
0.4
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Figura 6.4: Schema bloc a filtrarii in domeniul frecventa.

Comportamentul filtrului este modelat cu ajutorul unei functii de tip
rspuns in frecventa de forma H(w) = |H(w)|e?®®). In general, un numair
complex ¢ sau o functie complexa se poate scrie sub forma exponentiald in
functie de modul si faza, astfel :

c = |c|e’® (6.3)

unde |c| reprezintd modulul, iar ¢ faza.
In cazul riaspunsului in frecvents al filtrului trece-jos ideal, modulul

filtrului (vezi Figura [6.3(b))) este dat de:

[ A daca |w| < wp
[H (W)l = { 0  in rest (6-4)

iar faza filtrului este data de:

—wty  daca |w| < wg

ow) = { 0 in rest (6:5)

Raspunsul in frecventd al filtrului devine astfel:

B Ae7I¥b  daca |w| < wp
H(w) = { 0 in rest (6.6)

Frecventa wy se numeste frecventa de taiere a filtrului si reprezinta frecventa
maximé din semnalul de intrare care este lasatad sa treaca de filtru, iar ¢y se
numeste timp de intarziere de grup si reprezinta intarzierea indusa de filtru in
semnal. Intervalul de frecvente w care respecta conditia |w| < wp se numeste
banda de trecere a filtrului. Frecventele care nu respectd conditia de mai sus
alcatuiesc banda de oprire.

Pentru un filtru trece-jos care nici nu amplifica, nici nu atenueaza com-
ponentele de frecventa cuprinse in banda de trecere, A = 1.

6.2.2 Filtrarea trece-jos ideala in domeniul timp

Consideram transformata inversad a raspunsului in frecventd, notata h(t)
si numita functie pondere:
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+oo
h(t) = F U H (@)} (E) = % / X (w)ed ! d (6.7)

Astfel, tindnd cont de proprietatea transformatei Fourier privind produ-
sul de convolutie, relatia (6.1)) poate fi scrisa direct in domeniul temporal:

“+o00 —+00

y(t) = h(t) xx(t) = / h(T)x(t — 7)dr = / h(t — 7)x(r)dr (6.8)

—00 —00

Comportamentul filtrului poate fi descris astfel in domeniul timp, uti-
lizand functia pondere h(t) in locul raspunsului in frecventa (vezi Figura

)

H(w)

Figura 6.5: Schema bloc a filtrarii in domeniul timp.

Functia pondere h(t) a filtrului trece-jos ideal se obtine aplicand trans-
formata Fourier inversa raspunsului in frecventa:

+wo

1 o
h(t) =F {H@)) (1) = o / Ae—Tt0 gt g,
T
o
A 1 o A1 (6.9)
a4 ejw(t*tO)‘ = ————2jsin(wo(t — ¢
21 j(t — to) o " 2m (=) D S0t — b))
A
:ﬂsinc(wo(t —to))
T
unde am folosit relatia sin(z) = 6”5;7’_”, iar sinc(z) este functia sinus
cardinal, definita ca:
sine(z) £ sin(z) (6.10)
T
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Relatia bijectiva dintre H(w) si h(t) este ilustrata in Figura

| | | |
£l 4 ol 3 h { E L (> El i 3 s i [ £ El

(a) H(w) = F{h(t)} (b) h(t) = F~H{H(w)}

Figura 6.6: Relatia de bijectivitate dintre raspunsul in frecventa (a) si functia
pondere (b) ale unui FTJ prin transformata Fourier.

Deoarece un FTJ nu trebuie sd altereze componenta continua a unui
semnal, cu alte cuvinte componenta de frecventd w = 0 trebuie sa treaca
prin filtru, pentru un semnal de intrare constant z(t) = K, iesirea filtrului
va fi:

+o00 +oo
o) = h(t) % 2(t) = / W)t — 7)dr = K / h(r)dr (6.11)

Cum iesirea filtrului pentru semnalul constant z(t) va fi y(t) = AK,
rezultd ca functia pondere a filtrului trece-jos trebuie sa respecte urmatoarea
conditie de normare:

“+o00

/ h(t)dt = A (6.12)

— 00

Se observa ca h(t) # 0 pentru ¢t < 0, de unde rezulta ca filtrul nu este
cauzal si, deci, nu poate fi implementat intr-un sistem real. Un filtru se
numeste cauzal dacd semnalul de iesire apare ca rezultat al aplicarii unui
semnal la intrarea filtrului, aceasta fiind echivalentd cu conditia h(t) =
0,Vt <0.

6.3 Desfasurarea lucrarii
In cadrul acestei lucriri se va genera un semnal alcituit dintr-o suma de
sinusoide, se va realiza filtrarea trece-jos a semnalului in domeniul frecventa,

respectiv in domeniul timp si se vor analiza rezultatele obtinute.
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6.3.1 Filtrarea trece-jos in domeniul frecventa

Sa se genereze un semnal alcdtuit din patru sinusoide, de forma:
x(t) = Ay sin(wit) + Az sin(wat + o) + Az sin(wst) + Ag sin(wat +4) (6.13)

cu A1 = 0.25, W = w = 0.1, AQ = 0.5, Wy = 2w, Y2 = 10, Ag = 1,
ws = 4w si Ay = 1.5, wy = dbw, p4 = 25.

Secventa Matlab pentru generarea si afisarea a N=>512 valori ale acestui
semnal este:

N = 512;
omega = 0.1;
t=1:N;

x = 0.25*sin(omega*t) + 0.5*sin(2*omega*t+10)...
+ 1*sin(4xomega*t) + 1.5*sin(5*omega*t+25) ;

figure;

plot(t, x);

Forma semnalului obtinut va fi cea din Figura [6.7a).

Sa se realizeze filtrarea in domeniul frecventa a semnalului generat cu un
FTJ avand frecventa de taiere wp ~ 2w.

Primul pas consta in obtinerea spectrului X (w) din semnalul z(¢) prin
transformata Fourier:

X = fftshift(fft(x));
figure;
subplot(3,1,1) ,bar(abs(X));

Se observa in spectrul de amplitudine al semnalului (Figura sus), in
partea dreaptd fatd de mijlocul axei Ox, componentele de frecvente w, 2w,
4w, bw si, in oglinda, cele de frecvente —w, —2w, —4dw, —5w.

Urmatorul pas consta in generarea a N valori ale raspunsului in frecventa
H(w), astfel incat in urma operatiei de filtrare si se pastreze doar compo-
nentele de frecvente tw si 2w (vezi Figura mijloc). Valoarea functiei
pentru banda de trecere va fi 1, iar in rest 0:

H = zeros(1,N);

P = 20;

H(N/2 +1 - P : N/2 + 1+ P) =1;
subplot(3,1,2) ,bar(abs(H));

Se realizeaza filtrarea, in urma céreia se obtine spectrul semnalului de

iesire Y (w) = H(w)X (w) (vezi Figura[6.8] jos) :
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(b) y(t)

Figura 6.7: Semnalele de la intrarea (a) si iesirea (b) filtrului trece-jos
proiectat.

Y = H.*X;
subplot(3,1,3) ,bar(abs(Y));
y1lim([0 max(abs(X))]1);

Se observa cd spectrul obtinut contine doar componentele dorite, de
frecvente +w si +2w, frecventele mai mari decat wy fiind complet eliminate.

Ultimul pas il reprezintd obtinerea si afisarea semnalului y(t) de la iesirea
filtrului prin transformata Fourier inversa (vezi Figura [6.7](b)) :

y = ifft(fftshift(Y));
figure;
plot(t, y);

6.3.2 Filtrarea trece-jos in domeniul timp

Ne propunem sd implementdm operatia de filtrare din sectiunea pre-
cedenta, de data aceasta in domeniul timp, prin obtinerea si trunchierea
functiei pondere si realizarea operatiei de convolutie intre esantioanele functiei
pondere si semnalul de intrare.

Se considera cele N valori ale semnalului z(¢) generate la punctul anterior.
Raspunsul in frecventd va fi de asemenea identic cu cel precedent, generat
astfel incat frecventa de tédiere a filtrului sa fie wy ~ 2w:
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Figura 6.8: Spectrele X(w), H(w) si Y(w) in cazul filtrarii in domeniul
frecventa.

H = zeros(1,N);
P = 20;
H(N/2 +1 -P : N/2+1+P) =1,

Functia pondere h(t) se obtine prin aplicarea transformatei Fourier in-
verse asupra raspunsului in frecventd, pastrandu-se doar partea reald a va-
lorilor obtinute:

h = fftshift(ifft(fftshift(H)));
figure;
plot(t, h);

Se trunchiaza functia pondere de tip sinc, preludndu-se 2L+ 1 esantioane
consecutive din h(t) in jurul lobului central (vezi Figura [6.9), obtinandu-
se vectorul h_es. Pentru respectarea conditiei de normare (6.12)), valorile
obtinute vor fi ponderate cu inversul sumei tuturor valorilor din vectorul
generat. Secventa pentru generarea h_es cu 15 valori este:

L=17,;

t_es=(N/2+1-L): (N/J2 +1+L);
h_es = h(t_es);

hold on;

stem(t_es, h_es);

hold off;

h_es = (1/sum(h_es)) .*h_es;

Semnalul de iesire y(t) se obtine prin convolutia dintre esantioanele functiei
pondere si semnalul de intrare, realizata utilizand functia Matlab filter:
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y = filter(h_es,1,x);
figure;
plot(t, y);

A A
VAT

00 L | | | 1
70 E %0 E 0 w0

Figura 6.9: Functia pondere si valorile obtinute in urma trunchierii.

Se afiseaza spectrele de amplitudine ale semnalului de intrare, raspunsului
in frecventa rezultat in urma trunchierii functiei pondere si semnalului de
iesire:

X = fftshift (fft(x));
figure;
subplot(3,1,1) ,bar(abs(X));

H_es = fftshift(fft(h_es,N));
subplot(3,1,2) ,bar(abs(H_es));

Y = fftshift(££ft(y));
subplot(3,1,3) ,bar(abs(Y));
ylim([0 max(abs(X))]);

Care sunt diferentele fatd de spectrul obtinut la filtrarea in domeniul
frecventd pentru semnalul de iesire?

Repetati pasii operatiei de filtrare in domeniul timp pentru 31, respectiv
101 de esantioane ale functiei pondere. Ce observati?
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Figura 6.10: Modulul raspunsului in frecventd rezultat in urma preluarii a
15 esantioane (a), respectiv 101 esantioane (b) din functia pondere.

6.4 Exercitii

1. Implementati o functie Matlab myfilter, care intoarce un vector c
ca rezultat al convolutiei dintre doi vectori a si b, realizatd conform
formulei:

A
c(i) = Za(k:)b(i —k), pentrui=A+1,..,B
k=1
unde A si B reprezinta numarul de valori ale vectorilor a, respectiv b.

2. Repetati pasii operatiei de filtrare in domeniul frecventd pentru un
semnal de intrare de tip impuls Dirac, respectiv un semnal de tip dinte
de fierdstrau de frecventd w = 0.05.
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Lucrarea 7

Modelarea semnalelor ca
procese aleatoare

Scopul lucrarii este acela de a familiariza studentii cu generarea semna-
lelor aleatoare cu parametri cunoscuti si cu o distributie data, determinarea
functiei de repartitie si a densitatii de probabilitate, calcularea mediei si a
variantei.

7.1 Caracterizarea unui proces aleator

Un semnal aleator este un proces care se desfigoard in timp si este
guvernat de legi probabilistice. Din punct de vedere matematic, un semnal
aleator este o functie de doui variabile £(k,t) = £#)(t), unde k ia valori in
spatiul esantioanelor, iar ¢ ia valori pe axa reald a timpului. Functia &%) (t)
face parte din multimea sau clasa de semnale £(t) si se numegte o ,realizare
particulara" a procesului £(t).

Pentru a caracteriza un semnal aleator la un moment de timp ¢ arbitrar
sau pentru o realizare particulara, se folosesc functiile de repartitie si cea
de densitate de probabilitate. Alte marimi caracteristice larg utilizate sunt
momentele statistice, cele mai importante fiind media gi varianta.

Functia de repartitie, definitd intr-un punct x, este probabilitatea ca
variabila aleatoare la momentul ¢ sa ia valori mai mici sau egale decat pragul
x:

Fe(z,t) = P{§(t) < x}
Densitatea de probabilitate este derivata functiei de repartitie, si anume:

dFe(xz,t)

we(zx,t) = o
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7.1.1 Momente statistice

Exista o serie de momente statistice utilizate in diverse aplicatii, cele mai
importante fiind:

1. Valoarea medie

+oo
i) = /xwg(x,t)dx
2. Valoarea patraticd medie
+oo
& (t) = /az2w5(w,t)da;

3. Varianta

7.2 Generarea proceselor aleatoare
Se vor genera trei tipuri de semnale aleatoare:
e u(n) cu distributie uniforma
e g(n) cu distributie Gaussiana (normala)
e r(n) cu distributie Rayleigh

Cele trei semnale vor fi generate folosind urmétoarele formule:

u(n) =m+ ov3(26 — 1) (7.1)

g(n) = m+ o+/—2In&cos(2mn) (7.2)

r(n) =m+ o/ —2Iné (7.3)

unde functia £ reprezinta o variabila aleatoare distribuitd uniform in interva-
lul [0, 1], obtinuta cu ajutorul fungtiei Matlab rand. Acelasi lucru este valabil
si pentru variabila 1. Secventa Matlab pentru generarea a cate N = 1000 de
esantioane pentru fiecare din cele trei semnale este urmétoarea:
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Figura 7.1: Reprezentarea grafica a valorilor lui €.

m = 3;
sigma = 2;
N = 1000;

eta = rand(1,N);

xi = rand(1,N);

u =m + sigma*sqrt(3)*(2*xi-1);

g = m + sigmaxsqrt(-2xlog(xi)).*cos(2*xpixeta);
r = m + sigma*sqrt(-2*log(xi));

Se vor vizualiza diferite realizédri particulare ale celor 3 semnale, folosind
functiile figure si plot din Matlab, pentru mai multe valori ale mediei gi
ale variantei.

Cu ajutorul functiilor mean gi var din Matlab se vor calcula mediile
si variantele celor 3 semnale si se vor compara cu mediile gi variantele
specificate. Cum explicati diferentele?

7.3 Estimarea functiei de repartitie si a densitatii
de probabilitate

Se va determina functia de repartitie pentru fiecare din cele 3 realizari
particulare ale semnalelor aleatoare, pe baza algoritmului urmator:

e Se alege un numar L de nivele de cuantizare (de exemplu L = 100).

e In functie de valorile minime si maxime ale semnalelor, determinate cu
functiile Matlab min, respectiv max, se va calcula pasul de cuantizare:

max — min

L

0=
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e Se va genera un vector de L valori discrete ale variabilei x in intervalul
[min, mazx], cu pasul ¢, utilizand formula:

x[j] = min + jo
pentru j =1,..., L.

e Se vor calcula L valori ale functiei de repartitie a semnalului, pe baza
formulei:

Felj] = P{¢ < z[j]}

pentru j = 1,..., L. Probabilitatea se va calcula ca frecventa relativi
de aparitie, cu alte cuvinte ca raport intre numaérul de valori mai mici
decat un anume z[j] si numérul total de valori ale semnalului.

Se va reprezenta grafic functia de repartitie.
Pornind de la definitie, se va determina functia de densitate de probabi-
litate, ca fiind derivata functiei de repartitie :

ol = G

Pentru cazul discret, operatia de derivare va fi implementata utilizand
formula:

_ Fll - Feli - 1] Felj] — Felj — 1]
z[j] — xlj —1] 0

pentru j =2, ..., L.

Reprezentati grafic functia de densitate de probabilitate astfel calculata.
Rulati algoritmul de mai multe ori, crescAnd numaérul de esantioane ale
semnalului generat (de exemplu N = 5000, 10000, ...).

Sa se calculeze histograma valorilor semnalelor, folosind functia Matlab
hist si sa se reprezinte grafic. Histograma reprezintd un estimat al func-
tiei de densitate de probabilitate. Comparati rezultatul obtinut cu graficul
anterior. Ce observati?

In Figura sunt prezentate cateva exemple de histograme pentru vari-
abile aleatoare distribuite normal, pentru diverse valori ale parametrilor N
si L. Cum explicati diferentele?

Histograma cumulativd h.(z) reprezinta estimatul functiei de repartitie
si se calculeazi pe baza histogramei h(z) folosind formula:

we ]

T

he(z) = / h(r)dr

—00

In cazul discret, integrala se transforma intr-o suma, iar formula de calcul
a histogramei cumulative devine:
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(a) N = 1000, L = 10 (b) N = 1000, L = 100

3500 350

3000 300

2500 250

2000 200

1500 150

1000 100

500 50

(¢) N = 10000, L = 10 (d) N = 10000, L = 100

Figura 7.2: Exemple de histograme pentru variabile aleatoare distribuite
normal.

k=—o0

Calculati si reprezentati grafic histograma cumulativi. Ce observati?

7.4 Exercitii

1. Determinati si reprezentati grafic histograma pentru urmatoarea sec-
ventd de valori: 11323244541114342454443553
3.

2. Calculati si reprezentati grafic histograma cumulativa.
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Lucrarea 8

Cuantizarea semnalelor

Cuantizarea reprezinta a doua operatie realizata in cadrul conversiei unui
semnal din domeniul continuu in cel discret, dupa operatia de esantionare
si anume discretizarea in valoare a semnalului. Scopul acestei lucrari este
de a prezenta doud tipuri de cuantizare: cuantizarea uniforma, respectiv
cuantizarea Lloyd—Max.

8.1 Functia de cuantizare

Operatia de cuantizare realizeaza discretizarea in amplitudine sau in
valoare a esantioanelor, prin aproximarea valorilor continue ale acestora
cu valori fixe, provenite dintr-o multime finitd. Operatia premergatoare
de esantionare realizeaza o discretizare in timp a semnalului. O observatie
importanta este aceea ca operatia nu este bijectiva; cu alte cuvinte, nu se mai
poate reface forma originald a semnalului dupéa ce acesta a fost cuantizat.
Prin urmare, cuantizarea este o operatie insotitd de zgomot, numit zgomot
de cuantizare.

Considerand cd gama de valori a semnalului discret de intrare £[n] este
limitatd in intervalul [€min,&max|, se poate defini o functie de cuantizare Q.
Aceasta modeleazi o cuantizare pe L nivele, asociind fiecarui argument z o
valoare y dintr-o multime finitd cu L elemente, dupd cum urmeaza:

yr dacazp <z <zpy
yr—1 dacd xp 1 <z <z

y=Q@) =1 " (81)
y1  dacd x1 < x < 29

unde 1 = &min 1ar Tr+1 = Emax-
Astfel, semnalul de iesire va fi:



Valorile x; se numesc praguri de cuantizare, in timp ce valorile y; se
numesc valori cuantizate. Diferenta intre doua praguri de cuantizare suc-
cesive x; si x;41 se noteazd cu A; si este denumitd pas de cuantizare sau
cuantd. Specificarea unei functii de cuantizare consta in alegerea numarului
L de nivele ale cuantizorului, iar apoi in definirea pragurilor de cuantizare
x2,...,xr si a valorilor cuantizate yq,...,yr.

Forma generaléd a graficului unei functii de cuantizare este prezentatd in
Figura[8.1], in timp ce Figura[8.2)ilustreaza forma unui semnal inainte si dupa
cuantizare. Pentru conversia digitala, valorile rezultate in urma cuantizarii
sunt codate pe un numar de N biti, astfel incat 2V > L.

4 Q)

Vi
A
< >
>X
0 Xi  Xi+1

Figura 8.1: Forma generald a graficului unei functii de cuantizare.

8.2 Cuantizarea uniforma
Cel mai des intalnit tip de cuantizare este cea uniforma, realizatd prin

alegerea unui pas de cuantizare unic A pe intreg intervalul de valori ale
semnalului de intrare:

A 1=0M=A Vi=23,...,L (8.3)
Prin urmare, valoarea pasului de cuantizare va fi:
gmax - gmin
A= 8.4
- (8.4
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-08

_________ ——semnal original
——-semnal cuantizat

L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 200 1000

Figura 8.2: Forma unui semnal sinusoidal inainte si dupa cuantizare.

Urmaétorul pas este calculul valorilor pragurilor de cuantizare zs,...,zy,
(1 = &min S1 Tr4+1 = &max sunt deja cunoscute):

ZT; :Smin"i‘('l‘— ]-)A? Vi = 2737"'7L (85)

In final, valorile cuantizate se aleg la mijlocul fiecirui interval de cuantizare:

T + Tit1

y= = Vi=1,2,...,L (8:6)

Alegerea valorilor cuantizate reprezinta o conventie, la fel de bine putand fi
alese si capetele intervalelor de cuantizare.

Diferenta dintre semnalul de intrare si cel cuantizat se numeste eroare
de cuantizare sau zgomot de cuantizare si se poate exprima ca o functie g
aplicatd semnalului de intrare:

eln] = &[n] —n[n] = g(£[n]) (8.7)
Graficul functiei g corespunzatoare unei cuantizari uniforme, data de
functia @ din Figura este prezentat in Figura [8.3]
8.3 Cuantizarea optimala Lloyd—Max

Cuantizarea uniforma nu este una optimald, deoarece nu tine cont de
distributia valorilor semnalului de intrare. Ca urmare, zgomotul de cu-
antizare nu este minimizat - puterea medie a acestuia ar putea fi mini-
mizatd prin specificarea unei functii () pe baza functiei de densitate de
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AJ2

yayAeyan 77 7
/7 7 /// >
A2 Xi | Xip1

Vi

Figura 8.3: Functia de eroare pentru cuantizarea uniforma.

probabilitate a valorilor esantioanelor semnalului de cuantizat. Astfel, o
varianta imbunatatitd o constituie cuantizarea Lloyd-Max, care realizeaza
alocarea unor pasi de cuantizare mici pe intervalele de valori ale semnalului
cu probabilitate mare de aparitie, respectiv pasi de cuantizare mai mari (si
deci erori mai mari) pentru valorile mai putin probabile. Definirea unei
reguli de cuantizare Lloyd-Max consta in calculul pragurilor de cuantizare
x2,...,xp si al valorilor cuantizate yy, ...,y astfel incat eroarea patratica
medie indusd de cuantizare sa fie minima.
Eroarea patratica medie ¢ este data de relatia:

TL+1

c—E = / (& — Q(a)Puwe(x)de (8.8)

1

unde semnalul de iesire n = Q(x), L este numarul de nivele de cuantizare,
iar we(z) este functia de densitate de probabilitate a valorilor esantioanelor
semnalului de intrare.

Putem rescrie formula erorii patratice medii, inlocuind Q(z) cu valorile
cuantizate corespunzatoare, y;:

L Tt
€= Z / (z — yi)*we(z)dz (8.9)
i=1 2

k3

In continuare, se pune problema minimizarii acestei erori in raport cu
valorile pragurilor x; si valorile cuantizate y;; prin urmare, vom impune ca
derivatele partiale ale erorii patratice medii sa fie nule:

Oe :
£ =0 Vi=23,...,L
{ oz, ' (8.10)
87%:0 VZ:1,2,...,L
Pentru valorile pragurilor, ecuatia devine:
0 o (ws — i1 2w (1) — 2z — v 2w (1) = 0 (8.11)
8:61- = 7 Yi—1 E\Ls t — Yi E\Li) — .
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care este echivalenta cu:

(i —yic1)? = (2 —4:)? = —2zyi1 + 23y = Y] — Yiy (8.12)

De unde obtinem:

x:w Vi=2,...,L (8.13)
Cat despre valorile cuantizate y;, ele se obtin din ecuatia:

—2 / (x — yi)we(x)dx =0 (8.14)

T

Oe B
yi B

Valorile cuantizate finale vor fi:

Tit1

f zwe(z)dx

Tit1
[ we(z)dx

T

yi = Vi=1,2,...,L (8.15)

Astfel, din ecuatia putem obtine valorile pragurilor x; in functie
de valorile cuantizate y;—1 si y;, In timp ce ecuatia permite calculul
valorilor cuantizate y; in functie de valorile pragurilor x; si x;41. Va rezulta
un sistem de 2L — 1 ecuatii cu 2L — 1 necunoscute, a carui rezolvare duce
la definirea valorilor pragurilor si a valorilor cuantizate ale unui cuantizor
optimal Lloyd—Max cu L nivele de cuantizare.

8.4 Desfasurarea lucrarii

In cadrul acestei lucrari se va realiza cuantizarea uniforma a unui semnal
sinusoidal, apoi cuantizarea uniform&, respectiv optimald a unui semnal
aleator cu distributie normali si se vor analiza rezultatele obtinute.

8.4.1 Cuantizarea uniforma

Sa se genereze semnalul de intrare £, sub forma unei sinusoide de frecventa
w = 0.01. Secventa Matlab pentru generarea si afisarea unui astfel de semnal
este:

N = 1000;
t=1:N;

omega = 0.01;

xi = sin(omega*t);
figure;

plot(xi);
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05-

0 200 400 600 800 1000

Figura 8.4: Semnalul sinusoidal de intrare pentru cuantizarea uniforma.

Forma semnalului generat este prezentata in Figura [8.4]

Sa se realizeze cuantizarea uniforma a acestui semnal pe un numar de
L = 8 nivele. Pentru realizarea operatiei este necesar calculul pasului de
cuantizare A, pragurilor de cuantizare x si valorilor cuantizate y, conform

formulelor , si :

L = 8;
Delta = (max(xi) - min (xi))/ L;

x(1) = min(xi);
x(L+1) = max(xi);

i=2:L;
x(2:L) = min(xi) + (i-1) * Delta;

for i=1:L
y(1) = (x(1) + x(i+1))/2;
end

Dupa definirea parametrilor se realizeazi operatia efectivd, prin par-
curgerea intregului vector de intrare, compararea fiecirei valori a acestuia
cu pragurile de cuantizare x si atribuirea in vectorul de iesire 1 a valorii
cuantizate corespunzitoare din vectorul y. Se va afisa apoi forma semnalului
de iesire, respectiv graficul semnalului de iesire in functie de semnalul de
intrare (o aproximare a graficului functiei de cuantizare).

for j=1:N
1

for i = L
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if xi(j) >= x(1) && xi(j) <= x(i+1)
eta(j) = y(i);
end
end
end

figure;
plot(eta);

figure;
plot (xi, eta, ’%’);

Forma semnalului de iesire este prezentata in Figura in timp ce
graficul iesirii in functie de intrare se regaseste in Figura[8.6] Se pot observa
pe acest al doilea grafic palierele de aceeasi latime, spatiate egal, specifice
unei functii de cuantizare uniforma4.

0 200 400 600 800 1000

Figura 8.5: Semnalul sinusoidal cuantizat.

8.4.2 Cuantizarea optimala Lloyd—Max

Se va genera si afisa un semnal aleator cu distributie normala, de forma
celui din Figura [8.7(a):

N = 1000;
xi = randn (1, N);

figure;
plot(xi);
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Figura 8.6: Functia de cuantizare uniforma pentru semnalul sinusoidal.

Mai intéi se va realiza cuantizarea uniform& pe 8 nivele a acestui semnal,
prin repetarea pasilor prezentati in sectiunea precedentd. Forma semnalului

de iesire va fi de genul celei din Figura [8.7|(b).

~o 200 400 600 800 1000 ~o 200 400 600 800 1000

Figura 8.7: Semnalul aleator cu distributie normald : (a) original; (b)
cuantizat uniform.

Graficul iesirii in functie de intrare va avea o forma asemanatoare cu
cea din Figura Se poate observa numéarul mai mic de valori de pe
palierele inferioare si superioare, ca urmare a distributiei normale, conform
cdreia valorile sunt grupate preponderent in jurul mediei. Vom urmaéri, prin
implementarea unei cuantizari optimale, alocarea unor pasi de cuantizare
mai mari pentru intervalele in care semnalul de intrare ia un numér mic de
valori (in cazul de fata efectul ar fi latirea palierelor inferioare si superioare),
respectiv pasi mai mici pentru intervalele cu mai multe valori (ingustarea
palierelor centrale).

Pentru generarea pragurilor de cuantizare si a valorilor cuantizate opti-
male se va utiliza functia Matlab 11loyds. Pentru utilizarea acestei functii in
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Figura 8.8: Functia de cuantizare uniforma pentru semnalul distribuit
normal.

mediul Octave este necesara incarcarea prealabilda a pachetului communica-
tions prin introducerea urmatoarei comenzi:

>> pkg load communications

Functia 1loyds primeste ca argumente semnalul de intrare si vectorul y
al valorilor cuantizate obtinute anterior. Noile praguri si valori cuantizate
vor fi stocate in vectorii x n, respectiv y n:

x_n(1) = min(xi);
x_n(L+1) = max(xi);

[x_n(2:L), y_n] = 1lloyds(xi, y);

Se repetd operatia de cuantizare utilizand parametrii optimali, obtinandu-
se noul semnal de iesire:

for j=1:N
for i =1 : L
if xi(j) >= x_n(i) && xi(j) <= x_n(i+1)
eta_n(j) = y_n(i);
end
end
end

figure;
plot(eta_n);

figure;
plot(xi, eta_n, ’*’);
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Forma semnalului de iesire este prezentatd in Figura iar graficul
functiei optimale de cuantizare este reprezentat in Figura

200 400 600 800 1000
t

Figura 8.9: Semnalul distribuit normal dupa cuantizarea optimala.
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Figura 8.10: Functia de cuantizare optimald pentru semnalul distribuit
normal.

8.5 Exercitii

1. Calculati si reprezentati grafic zgomotul de cuantizare e[n| in cazul
cuantizarii uniforme si a celei optimale. In ambele cazuri, calculati
energia zgomotului.

2. Calculati raportul semnal-zgomot (Signal-to-Noise Ratio - SNR) pen-
tru semnalele cuantizate, pe baza semnalului original si a zgomotului
de cuantizare, utilizdnd formula:
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SNR =10log =2 —[dB] (8.16)
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3. Repetati pasii operatiilor de cuantizare pe 8 nivele pentru un semnal
de tip dinte de fierastrau.

4. Repetati pasii operatiilor de cuantizare pe 8 nivele pentru un semnal
aleator cu distributie Rayleigh. Pentru generarea a 1000 de valori
ale unui astfel de semnal, avand parametrul ¢ = 1, se poate utiliza
comanda raylrnd (1, [1,1000]).

5. Repetati pasii operatiilor de cuantizare variind numarul de nivele de

cuantizare.
1 1
05 4 05
& 0 o
05 ] 05
. 0 260 460 660 860 1000 . 0 260 460 660 860 1000

Figura 8.11: Semnalul de tip dinte de fierdstrau: (a) original, (b) cuantizat.
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Lucrarea 9

Corelatia semnalelor

Scopul lucrarii este acela de a studia functiile de autocorelatie si intercore-
latie, precum si densitatea spectrala de putere si Teorema Wiener-Hincin in
cazul unor semnale aleatoare cu densitate de probabilitate uniforma, normala
si Rayleigh.

9.1 Functia de autocorelatie

Functia de autocorelatie pentru un semnal aleator £(t) se definegte ca
fiind corelatia dintre &(¢1) si £(t2), Vi1,t2 € R, adica dintre £ la momentul
de timp t; si & la momentul to:

“+00 +00
Re(ty,ta) = &(t1)E(t2) = / /$1$2w2($17$2§t1>t2)dl‘1d$2 (9.1)

—0o0 —O0

In ipoteza ci semnalul & (t) este stationar, atunci functia de autocorelatie
va depinde doar de diferenta de timp dintre ¢ i ts:

Re(r) = £(0)§(t +7) (9:2)

unde 7 = t9 — 1.
In ipoteza ergodicitatii semnalului, un estimat al functiei de autocorelatie
pentru o secventd aleatoare x(n) este dat de formula:

1
N-—m

N—m
Re[m] = > zplzln+m—1,m=1,..,N/2 (9.3)
n=1

9.1.1 Proprietatile functiei de autocorelatie

Functia de autocorelatie are urméatoarele proprietati:
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1. Functia de autocorelatie este para:
Re(7) = Re(—7)
2. Functia de autocorelatie este maxima in origine:

Re(0) > |Re(7)]

3. In ipoteza ci nu existd componente periodice sau deterministe, valoa-
rea functiei de autocorelatie la infinit este egala cu patratul mediei
semnalului:

4. Media patratica si varianta semnalului se obtin din functia de autoco-
relatie astfel:

§2 = Re(0)
¢ = Re¢(0) — Re(o0)

5. Daca semnalul aleator este periodic, atunci si functia lui de autocore-
latie este periodica, avand aceeagi perioada:

§(t) =&t +T) = Re(r) = Re(r +T)

9.2 Functia de intercorelatie

Fie £(t) si n(t) doud semnale stationare. Functia de intercorelatie intre
&(t) sin(t) se definegte ca fiind corelatia dintre £ la momentul de timp ¢; si
7 la momentul to, astfel:

+00 00
Rey(ty,t2) = (t1)n(te) = / /$1y2w2($1,yz;t17t2)d$1dy2 (9.4)

—00 —00

In ipoteza de stationaritate, functia de intercorelatie va depinde la randul
ei doar de diferenta dintr momentele de timp ¢1 si to:

Rey(1) = £(t)n(t + 1) (9.5)

unde 7 = t9 — t7.
In aceeasi ipoteza de ergodicitate, un estimat al functiei de intercorelatie
pentru doud secvente aleatoare discrete x[n] si y[n| este dat de formula:

N—m
Re¢y[m) = Nim Z znlym+m—1,m=1,...,N/2 (9.6)
n=1
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9.3 Densitatea spectrala de putere

Densitatea spectrald de putere este utilizatd pentru caracterizarea din
punct de vedere spectral a semnalelor aleatoare in sens larg. Considerand o
varianta trunchiata a unei realiziri particulare a semnalului £(¢):

§(k)(t) _ { EW(t)  daca Jt] < % (9.7)

r 0 in rest

densitatea spectrald de putere a semnalului este definitd ca:

(9.8)

unde XC(Fk) (w) reprezinta Transformata Fourier a variantei trunchiate a re-
alizarii particulare ¢ (t). Trunchierea este necesara pentru ca puterea
semnalului sd fie finitd; pentru un semnal aleator stationar aceasta poate
fi infinita.

In practica, estimarea densitatii spectrale de putere se face pe baza Trans-
formatei Fourier X (w) a semnalului £(¢), estimatul reprezentand patratul
modulului transformatei raportat la numarul de esantioane:

Ge(w) = —3— (9.9)

9.4 Teorema Wiener-Hincin

Teorema Wiener-Hincin face legatura intre densitatea spectrala de putere
si functia de autocorelatie pentru semnalele aleatoare stationare in sens larg.
Enuntul teoremei este urmatorul: Densitatea spectrala de putere a unui
semnal aleator stationar in sens larg este Transformata Fourier a functiei
sale de autocorelatie:

+oo

ge(w) = /Rg(T)e_ijdT (9.10)
L

Rg(T)Z%/(k(w)erJwa (9.11)

Astfel, conform teoremei Wiener-Hincin, functiile Re¢(7) si g¢(w) repre-
zinta perechi Fourier.
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9.5 Diagrama in spatiul starilor

Daca ne intereseazd sa apreciem calitativ dependenta dintre doua va-
riabile aleatoare, & si 1, atunci cand nu cunoastem functiile de densitate
de probabilitate care caracterizeazi perechea de variabile, se poate folosi
diagrama in spatiul starilor. Aceasta reprezintd un nor de puncte intr-un
spatiu bidimensional, format din perechi (§;, 7;)) ale realizarilor particulare
ale perechii de variabile. Forma acestui nor furnizeaza informatii despre co-
relatia dintre cele doud semnale: un nor format din puncte haotic distribuite
in spatiu indicd variabile independente din punct de vedere statistic (vezi
Figura , pe cand unul ordonat indicd o anumita dependenta intre cele
doua variabile.

T?W—hﬁ#—*—v—_ﬁ#w 3
£, B b e ety p
nalt %‘iﬁ; LTy ?‘Mﬁi** +
i Ty " i
AL BT, e 0n Hhey 2
iy T g

g b F ey 2
P _j

kg
A *ﬁﬁ

F*
*
#
L
¢
*
3
E,
it *
#
e
3
P
+

08 089 1 -3 -2 -1 o 1 2 3

Figura 9.1: Diagrama in spatiul starilor pentru doua variabile independente
distribuite (a) uniform; (b) normal.

Diagrama in spatiul starilor asociatd unui semnal aleator £(t) este o repre-
zentare bidimensionald a unei variabile aleatoare care reprezinta esantionul
de la momentul ¢ al semnalului in functie de variabila aleatoare asociata
semnalului la momentul ¢ — p, norul fiind astfel alcatuit din puncte aflate la
coordonatele (£(t),£(t —p)). Reprezentarea se face pe o duratd de observatie
T aleasa sau data.

Cu ajutorul diagramei in spatiul stdrilor putem vizualiza legdtura statis-
tica intre cele doud variabile aleatoare pentru diferite valori de “intarziere"
p, obtinand o evaluare calitativa referitoare la corelatia continutd in semnal
si la natura (aleatoare sau deterministd) a semnalului.

Pentru semnalele deterministe aspectul diagramei corespunde legaturilor
functionale dintre egantioanele semnalului, diagrama fiind o reprezentare
grafici a acestora. Pentru semnalele aleatoare aspectul diagramei se prezinté
sub forma unei multimi de puncte care pot fi incluse intr-un contur inchis
cu o anumitd form&. Aceastd forma ne poate da informatii cu privire la
corelatia dintre egsantioane.
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9.6 Desfasurarea lucrarii

Se vor genera trei secvente de N = 1000 valori aleatoare, avand distributie
uniforma, normald, respectiv Reyleigh, cu media si dispersia cunoscute (vezi
Lucrarea 7). Pentru fiecare din cele trei secvente aleatoare se va reprezenta
grafic diagrama in spatiul starilor pentru diverse valori ale lui p. Acest lucru
se va realiza folosind urmatoarea instructiune Matlab: plot( x(p+1:N),
x(1:N-p), %> ).

Pentru fiecare din cele trei secvente aleatoare se va determina gi repre-
zenta grafic functia de autocorelatie, folosind functia Matlab xcorr.

Pentru a utiliza functia in mediul Octave este necesara incarcarea preala-
bila a pachetului signal prin introducerea in terminal a urmatoarei comenzi:

>>pkg load signal

Afisarea graficului functiei de autocorelatie pentru o secventa x se face
utilizand comanda plot(xcorr(x, N/2, ’unbiased’)). Un exemplu de
grafic pentru un semnal aleator cu distributie normald (Gaussiani) este
prezentat in Figura[9.2] Valoarea maxima din origine se regaseste la mijlocul
graficului.

o
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T

Figura 9.2: Functia de autocorelatie pentru un semnal aleator distribuit
normal.

Sa se implementeze o functie de calcul al estimatului functiei de autocorelatie,
pe baza formulei:

1 N—m
N Z znlzn+m—1],m=1,...,N/2
—-m

n=1

Re[m] =

Sa se determine si reprezinte grafic estimatul functiei de intercorelatie
pentru doud dintre seceventele aleatoare generate anterior, folosind functia
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Matlab xcorr. Sa se implementeze o functie de calcul a acestui estimat pe

baza formulei:

N—m
Rep[m] = Nim Z z[nlyln+m—1,m=1,...,N/2

n=1

9.7 Exercitii

1.

S& se genereze 1000 de esantioane ale unui semnal sinusoidal z(t), de
amplitudine A = 4, frecventa w = 0.05 si fazd ¢ = 0. S& se supra-
puna zgomot peste acest semnal. Reprezentati diagrama in spatiul
starilor pentru acest semnal, pentru diferite valori ale parametrului p.
Calculati si reprezentati grafic functia de autocorelatie, inainte si dupa
suprapunerea zgomotului.

Atéat pentru semnalele generate pe parcursul lucrarii, cat si pentru un
semnal dreptunghiular, calculati si reprezentati grafic transformata Fo-
urier a functiei de autocorelatie, respectiv estimatul densitatii spectrale
de putere.

Pentru perechi de semnale aleatoare generate pe parcursul lucrarii,
calculati si reprezentati grafic functia de intercorelatie.
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Lucrarea 10

Filtrul adaptat la semnal

Filtrul adaptat la semnal, studiat in cadrul acestei lucriri, este un tip
aparte de filtru, proiectarea acestuia facindu-se prin specificarea functiei
pondere in domeniul timp, nu prin specificarea raspunsului in frecventa,
cum este cazul filtrului trece-jos. Acest filtru se foloseste de regulad pentru
detectia unor semnale sau a anumitor forme in semnal, de exemplu intr-un
lant, de transmisiune, mai exact, atunci cind se cunoasgte forma semnalului
original transmis, care la receptie este afectat de zgomot.

10.1 Proiectarea filtrului adaptat la semnal

Pentru un semnal determinist de duratd finita, s(t), se definegte filtrul
adaptat la semnal ca fiind filtrul liniar invariant in timp care are urmétoarea
functie pondere:

h(t) = K - s(—(t — to)) (10.1)

unde K si tp sunt constante reale oarecare, cu constrangerea ci tg trebuie
astfel ales incat filtrul sa fie cauzal.
Un exemplu de filtru adaptat la semnal este prezentat in Figura [10.1]

s(t) h(t)

0 T _
IOT t

Figura 10.1: Exemplu de filtru adaptat la semnal - semnalul original (stanga)
si functia pondere a filtrului (dreapta).
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Raspunsul in frecventa al filtrului adaptat la semnal este transformata
Fourier a functiei pondere:

H(w) = F{h(t) =K / ce It = K / —(t —tg)) - e I+tdt
(10.2)
Facand schimbarea de variabild 7 = —(t — o) obtinem:
+oo
=-K / eIt T)gr = [ . g7 Iwho / s(t)-e/Tdr  (10.3)
H(w) = KS*(w)e vt (10.4)

unde S(w) este transformata Fourier a semnalului s(t), iar S*(w) complex
conjugata acesteia.

O proprietate foarte importantd a acestui filtru este faptul cd maximi-
zeazd raportul semnal/zgomot.

10.2 Desfasurarea lucrarii

Generati un semnal de 1000 de esantioane, care contine un impuls drept-
unghiular de latime 100 de egantioane, ca cel din Figura utilizand
urmatoarea secventa Matlab:

] S e L

x®

02f : : R

0

0 100 200 300 400 500 BOO 700 800 900 1000
t

Figura 10.2: Semnal de tip impuls dreptunghiular.
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x = zeros(1,1000);
x(300:400) = 1;

Peste acest semnal se va suprapune zgomot, utilizind functia Matlab
rand:

x = x + rand(1,1000);

Semnalul afectat de zgomot va fi de forma celui din Figura [10.3]

248

x(t)

il i 1 i i I i 1 i i
i 100 200 300 400 500 8OO 700 800 900 1000

t

Figura 10.3: Semnalul afectat de zgomot.

Stiind ca semnalul x(t) receptionat contine un impuls dreptunghiular
de latime 100 esantioane, vom proiecta un filtru adaptat la semnal, avand
functia pondere h(t) ca cea din Figura continand un impuls de 100 de
esantioane (litimea impulsului ce se doreste a fi detectat). Pentru aceasta
se va utiliza secventa Matlab urmatoare:

h = zeros(1,300);
h(100:200)=1;

Semnalul y(t) de la iegirea filtrului adaptat la semnal (vezi Figura [10.5))
se va calcula cu ajutorul functiei Matlab filter, care va realiza convolutia
dintre semnalul z(t) si functia pondere h(t) a filtrului.

y = filter(h, 1, x);
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Figura 10.4: Functia pondere a filtrului adaptat la semnal.

i i i i i
i 200 400 00 500 1000 1200 1400
t

Figura 10.5: Semnalul y(¢) de la iesirea filtrului adaptat la semnal.

Valoarea maxima din semnalul y(¢) indicd pozitia in care filtrul adaptat
la semnal a detectat un impuls dreptunghiular similar cu functia pondere,
adica locul in care potrivirea dintre semnalul z(¢) de la intrarea filtrului
si “semnalul" h(t) a fost cea mai buni. Iesirea filtrului adaptat la semnal
reprezintd functia de intercorelatie dintre semnalul de la intrare si semnalul
cdutat. Semnalul original ar putea fi recuperat prin identificarea punctelor
de maxim ale semnalului y(t).

10.3 Exercitii

1. Generati un semnal care contine cateva impulsuri de forma dreptun-
ghiulard, de aceeagi latime. Suprapuneti zgomot peste acest semnal,
folosind functiile Matlab rand si randn. Filtrati semnalul cu un filtru
adaptat la semnal, proiectat in prealabil. Vizualizati rezultatul. Ce
observati?

78



2. Aceeasi problemé& ca mai sus, pentru cazul in care semnalul contine
impulsuri de forma triunghiulard. Pentru generarea unui impuls triun-
ghiular A(t) simetric de latime L, centrat in momentul ¢, puteti utiliza
formula:

_ 2lt=d 5 _L L
A(t):{ 1 - flacatE[c 5,C+ 5] (10.5)
0 In rest
Un exemplu de impuls triunghiular de latime L = 100 esantioane,

centrat in momentul ¢ = 150, este prezentat in Figura [10.6]

09r

0.8

0.7 1

06

Alt)

0.5
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0 50 100 150 200 250 300
t

Figura 10.6: Semnal de tip impuls triunghiular.
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Lucrarea 11

Dreapta de regresie si analiza
componentelor principale

In aceastd lucrare ne propunem si studiem cantitativ dependenta sta-
tisticd dintre doua variabile aleatoare, concret sa determinidm gradul de
dependentd liniard dintre ele prin calcularea coeficientului de corelatie si
determinarea dreptei de regresie. De asemenea, ne propunem studiul analizei
componentelor principale, care permite reducerea dimensiunilor unui semnal
multidimensional.

11.1 Dreapta de regresie

Reamintim faptul ca diagrama in spatiul starilor pentru doué variabile
aleatoare permitea aprecierea calitativd a dependentei dintre acestea. In Fi-
gurapute‘gi observa forma norului de puncte pentru trei cazuri: a) atunci
cand cele doué variabile aleatoare sunt independente din punct de vedere
statistic; b) cand intre variabile existd o anumitd dependentd functionala,
dar acestea sunt decorelate si ¢) cand variabilele sunt corelate, si deci sunt
si dependente statistic.

E 4 .
1
0 0 200 a0 400 00 G0 700 G0 o0 1000 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 11.1: Forma norului de puncte pentru doud variabile (a) independente
statistic; (b) dependente dar decorelate si (¢) dependente si corelate.
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Daca diagrama in spatiul starilor indica faptul ca intre cele doua variabile
aleatoare ar exista o dependentd aproximativ liniard, de forma celei din
Figura m:) atunci se poate determina dreapta de regresie (vezi Figura
care ar putea aproxima cel mai bine aceastd dependenta liniara.

Ecuatia dreptei de regresie, care minimizeaza eroarea patratica medie de
aproximare a dependentei liniare dintre & si 7 este:

Kén
2

T¢

N=—5-&+7n (11.1)
unde Ky, reprezinta covariatia dintre cele doud variabile, ¢ este media
statistica a lui ¢, iar 77 media lui 7.
Covariatia dintre & si 1 reprezintd momentul centrat mixt de ordinul doi,
Key = (€ —&)(n—7) si difera de corelatie doar printr-o constantd: K, =

Re¢yy — 1. Doua variabile se numesc decorelate atunci cand K¢, = 0. Doua
variabile aleatoare independente sunt implicit decorelate.

11.1.1 Coeficientul de corelatie

Pornind de la expresia erorii patratice medii minime dintre variabila
aleatoare 7 gi cea care o aproximeaza cel mai bine, 7 :

Emin = (N —0)? =0} [1 - <K5”>2] (11.2)

T¢0n
se defineste coeficientul de corelatie, notat cu p¢,:

Key
= 11.3
Pén ey (11.3)
i care reprezinta valoarea normata a covariatiei dintre cele doua variabile
aleatoare. In acest fel, coeficientul de corelatie permite cuantificarea absoluté
a gradului de dependenta liniara dintre £ si 7.
Daca rescriem expresia erorii patratice medii ca fiind:

Emin = 00(1 = pZ,) (11.4)

se poate observa ca pg, trebuie sa fie de modul subunitar, pentru ca
eroarea patratica sa fie pozitiva (fiind o suma de cantitati pozitive): |pgy| < 1.
Cu cat |pgy| este mai aproape de 1, cu atat eroarea de aproximare a lui 7
cu 7) e mai micé, deci gradul de dependenta liniard dintre variabile este mai
mare. Daca |pgy| = 1 atunci € = 0 — norul de puncte este chiar o dreapta,
dependenta dintre cele doué variabile fiind perfect liniar.

In Figuraputet;i observa forma norului de puncte, sau a diagramei in
spatiul starilor, pentru doua variabile aleatoare & si n, pentru diverse valori
ale gradului de dependenta liniard dintre acestea.
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(f) pen = —1

Figura 11.2: Forma diagramei in spatiul starilor pentru £ si 7, pentru diverse
valori ale coeficientului de corelatie.

11.2 Analiza componentelor principale

Analiza componentelor principale ( Principal Component Analysis- PCA)
reprezintd un algoritm utilizat in general pentru reducerea dimensionalitatii
seturilor de date vectoriale (multidimensionale). Algoritmul genereaza un set
de axe ortogonale utilizat pentru reprezentarea optima a datelor, noile axe
fiind alese astfel incét sa se afle pe directiile ortogonale de maxima varianta
a datelor.

Un semnal discret multidimensional X poate fi reprezentat prin interme-
diul unei matrici de dimensiune n x m:

r1ir T2 - T1im
21 X222 - T2m

X = . . ) . (11.5)
Tnl Tp2 - Tnm

unde n reprezintd numéarul de esantioane m-dimensionale ale semnalului.
Exemple de semnale multidimensionale includ semnalele audio stereo (m =
2) sau multimi de pixeli dintr-o imagine color (m = 3).

Sistemul ortogonal de axe generat de algoritmul PCA este determinat de
vectorii proprii ai matricii de covariatie a datelor vectoriale centrate in zero.
Etapele algoritmului sunt urmatoarele:

1. Obtinerea datelor vectoriale centrate in zero prin scaderea valorii medii
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a fiecirei componente din componenta respectivi:
X.=X—-1X (11.6)

unde 1 reprezintid un vector coloans de lungime n, iar X este un vector
linie dat de
X =(@1,%2, ,Tm) (11.7)

in timp ce T; este media vectorului coloana x;, determinata prin

T; = %ij(k). (11.8)
k=1

Notdm elementele matricii X. cu z;, in mod similar elementelor
matricii X;

. Calculul matricii de covariatie a datelor centrate:

K Ko -+ Kip
Koy Koo -+ Koy

Kx=1 . _— : (11.9)
Kml Km2 e Kmm

unde K este covariatia dintre componentele j si k ale datelor centrate:

K, = ((xcij - Ecj)(wcik - Eck)) = Teij ey (11.10)

. Calculul vectorilor proprii v; (j =1,2,---,m) al matricii de covariatie
Kx, acestia reprezentand noul sistem ortogonal de axe. Directia vecto-
rului propriu asociat celei mai mari valori proprii reprezinta directia pe
care varianta datelor initiale este maxima, directia vectorului propriu
(perpendicular pe primul vector propriu) corespunzator celei de-a doua
valori proprii, ca marime, reprezinta directia pe care datele au a doua
cea mai mare varianta, etc.

11.3 Desfasurarea lucrarii

S& se genereze un semnal aleator z(n) cu distributie normald, si si se

construiascd un semnal y(n) de forma: y(n) = a-x(n)+b+k-&, unde & este
o variabild aleatoare distribuitd normal, iar k un factor de ponderare. Sa se
calculeze coeficientul de corelatie dintre cele doua semnale, folosind functia
Matlab corrcoef si si se determine dreapta de regresie, folosind functia
robustfit. S se reprezinte grafic diagrama in spatiul starilor, pentru cele
doud semnale. S& se reprezinte grafic dreapta de regresie, in aceeasgi figura
cu norul de puncte (vezi Figura . Rezolvarile cerintelor se regasesc in
codul de mai jos:
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x = randn(1,10000);

y = 2%x + 3 + randn(1,10000);
corrcoef (x,y)

b = robustfit(x,y,’ols’)
figure;

plot(x, y, ’*’);

hold on;

plot(x, b(2)*x+b(1),’r’);

Considerand z(n) si y(n) ca fiind cele doud componente ale unui semnal
multivariat z(n), sa se calculeze si afiseze cele doud componente principale,
utilizand functia pca.

Pentru realizarea analizei componentelor principale in mediul Octave este
necesara incarcarea pachetului tisean prin introducerea urmatoarei comenzi:

>>pkg load tisean

Primul pas inainte de aplicarea functiei il reprezinta transpunerea vecto-
rilor x si y si concatenarea lor in matricea z.

z =[x’ y’];
[eigval,eigvect] = pca(z);

Functia returneaza vectorii proprii (eigvect) si valorile proprii (eigval),
acestea din urma reprezentand variantele asociate fiecdrei componente prin-
cipale. In vederea afisarii, vectorii proprii sunt scalati astfel incat lungimea
lor sd fie proportionald cu varianta corespunzitoare, acestia fiind plasati
apoi in centrul norului de puncte, obtinut ca media valorilor semnalului
bidimensional z. Cele doud componente principale, pcl si pc2 sunt afisate
apol in aceeasi figurd cu norul de puncte (vezi Figura[11.3(b)).

sigmal_vect = eigvect(l,:)*eigval(l,2)*2;
sigma2_vect = eigvect(2,:)*eigval(2,2)*2;

m = mean(z);

pcl(l,:) = m + sigmal_vect;
pcl(2,:) = m - sigmal_vect;

pc2(1,:) = m + sigma2_vect;
pc2(2,:) = m - sigma2_vect;

figure;

plot(x, y, ’*’);

hold on;

plot(pcl(:,1), pcl(:,2), ’r’);
plot(pc2(:,1), pc2(:,2), ’r’);

85



(a) Dreapta de regresie. (b) Componentele principale.

Figura 11.3: Dreapta de regresie, respectiv componentele principale, supra-
puse peste diagrama in spatiul starilor.

11.3.1 Componentele principale ale unei imagini color

In cadrul acestei sectiuni, algoritmul PCA va fi aplicat asupra unei ima-
gini color, obtindndu-se cele trei componente principale, ordonate descres-
cator in functie de variantd. Imaginea pe care se va aplica algoritmul este
Lena, o imagine color standard de test. Imaginea este prezentata in Figura
iar componentele R, G, B individuale, reprezentate ca imagini in nivele
de gri, sunt prezentate in Figura [T1.5]

Imaginile sunt semnale reprezentate matematic ca functii de doud varia-
bile, acestea fiind coordonatele in plan ale pixelilor (punctelor) imaginii:

e Imaginile in nivele de gri pot fi modelate ca o functie f(z,y) : R? — R,
valorile functiei reprezentand luminantele pixelilor din imagine.

e Imaginile color pot fi reprezentate ca f(z,y) : R? — R3, valorile
functiei reprezentand vectori cu 3 componente dintr-un spatiu de cu-
loare. Spatiul cel mai des utilizat pentru achizitia si reprezentarea
imaginilor color este RGB (Red Green Blue), culorile fiind compuse

Figura 11.4: Imaginea color Lena.
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(a) Componenta R. (b) Componenta G. (¢) Componenta B.

Figura 11.5: Componentele de rosu, verde si albastru ale imaginii color Lena.

dintr-o componentid de rosu, una de verde si una de albastru. Alte
spatii de culoare, cum ar fi Lab sau YUV, contin o componentd de
luminantd (reprezentand intensitatea luminoasd a pixelilor) si doud
componente de crominantd (culoarea propriu-zisa).

Secventa de citire a imaginii din fisier si de afisare a imaginii color,
precum si a componentelor de rosu, verde si albastru, este prezentata mai jos.
Valorile pixelilor, reprezentate ca intregi pe 8 biti (0...255), sunt convertite
la valori reale in intervalul [0, 1].

img = double(imread(’lena.png’));
img img/255;

figure;

imshow (img) ;

figure;

subplot(1, 3, 1), imshow(img(:,:,1));
subplot(l, 3, 2), imshow(img(:,:,2));
subplot(1l, 3, 3), imshow(img(:,:,3));

Inainte de aplicarea PCA, componentele imaginii sunt transformate in
vectori coloand, rezultand o matrice cu trei coloane, fiecare dintre ele continand
pixelii aferenti uneia din componentele de rosu, verde, respectiv albastru:

[m, n, o] = size(img);
img_vectors = reshape(img, m*n, 3);
[eigval, eigvect] = pca(img_vectors);

Valorile pixelilor din noul spatiu de reprezentare sunt scalate in intervalul

[0, 1], apoi sunt rearanjate sub forma unei imagini cu 3 componente, utilizand
secventa de mai jos:
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img_pca_vectors = (eigvect - min(min(eigvect)))/...

(max (max (eigvect)) - min(min(eigvect)));
img_pca = reshape(img_pca_vectors, m, n, 0);

figure;

subplot(1, 3, 1), imshow(img_pca(:,:,1));
subplot(1l, 3, 2), imshow(img_pca(:,:,2));
subplot(1, 3, 3), imshow(img_pca(:,:,3));

Cele trei componente principale rezultate sunt prezentate in Figura[11.6]
Se poate observa ca prima componenta corespunde in principiu unei imagini
de luminanta, reprezentand informatia legatd de intensitatea luminoasa, in
timp ce celelalte doua componente ar putea fi asimilate unor imagini de
crominantd (continand informatia de culoare). Prin urmare, prima compo-
nentd are cea mai mare varianta, iar rezultatul aplicarii algoritmului PCA
pe imaginea color corespunde proprietatii sistemului vizual uman de a fi
mai sensibil la variatiile de luminant# decat la cele de crominanti. In plus,
componentele rezultate sunt decorelate, in timp ce in spatiul original de

reprezentare (RGB), acestea erau puternic corelate.

(a) Componenta 1. (b) Componenta 2. (¢) Componenta 3.

Figura 11.6: Componentele principale ale imaginii color Lena.

11.4 Exercitii

1. Repetati calculul coeficientului de corelatie, dreptei de regresie si com-
ponentelor principale pentru diverse distributii ale semnalelor z(n)
$i y(n), variind factorul k de ponderare si atribuind diverse valori

constantelor a gi b.

2. Calculati dreapta de regresie folosind celelalte metode disponibile pen-
tru functia robustfit: Andrews, Cauchy, Talwar etc.
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3. Implementati o functie care si calculeze coeficientul de corelatie, pe
baza formulei sale de definitie, folosind functiile Matlab mean si var.
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Lucrarea 12

Filtrarea imversa

Filtrarea inversa (sau de restaurare) se referd la o clasa de tehnici prin
care se incearca restaurarea unui semnal degradat, pe baza modelarii degra-
darii acestuia. Degradarea de care suferd semnalul nu se referd la prezenta
zgomotului (caz in care se aplica filtrele prezentate in lucrarile anterioare), ci
la "deformarea” semnalului la momentul achizitiei. De exemplu, un semnal
dreptunghiular va apérea ca fiind unul aproape triunghiular pe ecranul unui
osciloscop incapabil de a reda tranzitiile bruste ale semnalului, caracterizate
de frecvente foarte tnalte.

In aceastd lucrare de laborator vom discuta trei abordari: filtrul invers,
filtrul invers cu constrangeri si filtrul Wiener.

12.1 Modelul de degradare

Vom presupune ca semnalul original, pe care nu il cunoastem, dar pe
care dorim si il refacem, a fost degradat conform unui model de degradare
cunoscut. In cazul unui model simplu de degradare, putem considera cazul
din Figura[I2.1] in care semnalul original a suferit o convolutie cu un sistem
cunoscut sau modelabil H(w), iar peste rezultatul convolutiei s-a suprapus
zgomot, intr-un mod aditiv. Concret, semnalul original f(¢) a suferit anumite
modificdri (cum ar fi atenuarea, in domeniul frecventd similara cu o filtrare
trece-jos), modelabile matematic printr-un model de degradare liniara .
Peste semnalul f’(t) s-a suprapus zgomot, 7(t), obtinandu-se semnalul de-
gradat f”(t). Pornind de la aceasta, ne propunem sa determindm un filtru
de restaurare care s ne permita refacerea semnalului f(¢) original intr-o cat
mai bund masura.

12.1.1 Modelul de degradare liniara

Modelul de degradare liniara, cel mai simplu model de degradare, este
reprezentat matematic printr-o convolutie:
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f(t) f(t) ()
—_— h(t)

r(t)

Figura 12.1: Model de degradare.

+o0 +oo
') =h@t)xf(t) = / h(T)f(t —T)dr = / h(t —7)f(T)dr (12.1)

unde functia h(t) poate reprezenta, de exemplu, functia pondere a unui
sistem real, ne-ideal, de achizitie de semnal.

Vom considera impulsul dreptunghiular f(¢) din Figura reprezentat
de o secventa discreta.
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Figura 12.2: Impuls dreptunghiular.

N = 128;

f = zeros(1, N);
£(40:80) = 1;
figure;

plot(f);

Vom calcula spectrul siu Fourier de amplitudini |F(w)| si densitatea
spectrala de putere (DSP), pe care o vom estima ca patratul spectrului

92



45 180

40 160
35 140
30 120
25 100
20 80
15 60

10 40

S— SRR Y

(a) [F(w)| (b) |F(w)|?

Figura 12.3: Spectrul Fourier de amplitudini si estimatul densitétii spectrale
de putere ale impulsului dreptunghiular.

de amplitudini (|F(w)|?). Pentru impulsul dreptunghiular generat, aceste
functii sunt prezentate in Figura [12.3]

F = fft(f);

F_dsp = abs(F)."2;

w = -pi : (2%pi)/N : pi - (2%pi)/N;
figure;

plot(w, abs(fftshift(F)));

figure;

plot(w, fftshift(F_dsp));

Degradarea o vom considera ca fiind o filtrare trece-jos. Prin urmare,
acest semnal va fi degradat, mai intai, cu un filtru de mediere (de exemplu
cu o fereastra de lungime 7) caracterizat spectral de functiile |H(w)| si
|H(w)|?, prezentate in Figura m Functia pondere a unui astfel de filtru
este urmatoarea:

1111111
] (12.2)

=7 777777

h = 1/7 * ones(1, 7);
H fft(h, N);
H_dsp = abs(H)."2;

figure;
plot(w, abs(fftshift(H)));
figure;
plot(w, fftshift(H_dsp));

Rezultatul degradarii, pentru cazul considerat, al convolutiei h(t) x f(¢)
in domeniul timp sau al produsului H(w)F(w) in domeniul frecventd, este
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Figura 12.4: Raspunsul in frecventd al filtrului de mediere (a), respectiv
densitatea spectrald de putere a functiei pondere asociate (b).
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Figura 12.5: Rezultatul filtrarii de mediere.

ilustrat in Figura[I2.5] Se poate observa faptul ci variatiile sunt mai “line",
semnalul transformandu-se dintr-unul dreptunghiular intr-unul trapezoidal.

f_degr = filter(h, 1, £f);
figure;
plot(f_degr);
In domeniul spectral, putem scrie:
F"(w) = Hw)F(w) + R(w) Yw

Zgomotul este de regula considerat ca fiind zgomot alb, independent de
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semnalul util f. Despre zgomot cunoastem (de fapt, estimam) energia sa
totald E,:

“+oo

E, = /rQ(t)dt (12.3)

—0o0

Problema de rezolvat: pe baza ipotezelor privitoare la h(t) si E, ne
propunem sa proiectam un filtru de restaurare liniar si invariant in timp,
q(t), avand raspunsul in frecventd Q(w), care sd aiba ca iesire un semnal
f(t) cat mai apropiat de semnalul original f(t).

12.2 Filtrul invers de restaurare

Daca nu se ia in calcul componenta de zgomot suprapusa dupa degradare,
raspunsul in frecventd al filtrului invers de restaurare reprezinta chiar functia
inversa a functiei raspuns in frecventa a filtrului de degradare:

Qw) = H 1 (w),Vw (12.4)

Rezulta ca spectrul Fourier al semnalului restaurat va fi dat de:

F(w) = Qw)F"(w) = F(w) + H ' (w)R(w), Yw (12.5)

Semnalul restaurat este cel original peste care se suprapune o componenta
parazitd, cauzatd de zgomot. H are zerouri in banda utild a semmnalului
(frecvente w; pentru care H(w;) =~ 0), prin urmare H ! va avea poli, ceea ce
rezultd intr-o amplificare puternica a componentelor spectrale ale zgomotului
egale sau in preajma acestor frecvente w;.

12.2.1 Restaurarea prin filtrare inversa, in lipsa zgomotului

Aplicand relatia (12.4), obtinem o restaurare directd a semnalului f(¢),
dupa recuperarea acestuia prin transformata Fourier inversa. In Figura
se poate observa cum, prin inversare, zerourile raspunsului in frecventd H (w)
au devenit poli ai functiei Q(w) - "varfurile” ce reprezinta amplificri foarte
mari pentru anumite frecvente.
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Figura 12.6: Functia inversd de restaurare |Q(w)].

Rezultatul filtrarii inverse este prezentat in Figura [[2.7] Se poate ob-
serva refacerea perfectd a semnalului original, asa cum era acesta inainte de
degradare.
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Figura 12.7: Rezultatul filtrarii inverse.

Q =1./H;
figure;
plot(w, abs(fftshift(Q)));

F_degr = fft(f_degr);
F_rest = F_degr .* Q;
f_rest ifft(F_rest);
figure;

plot(f_rest);
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12.2.2 Restaurarea prin filtrare inversa, in prezenta zgomo-
tului

Sa presupunem ci dupé filtrarea trece-jos, se suprapune un zgomot de
tip Gaussian, 7(t), de medie zero, de tipul celui prezentat in Figura m
Semnalul degradat va arita ca cel prezentat in Figura[12.9] Se poate observa
ca, pe langa modificarea formei caracteristica filtrarii trece jos (modificarea
pantei trecerilor bruste), zgomotul perturbd intr-un mod aleator palierele
semnalului.

-0.3

Figura 12.8: Zgomotul de tip Gaussian r(t).
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Figura 12.9: Semnalul degradat dupa suprapunerea zgomotului.

r = randn(1, N) / 10;
figure;
plot(r);
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f_degr = f_degr + r;
figure;
plot(f_degr);

Semnalul “reficut” prin filtrare inversa este cel prezentat in Figura[12.10|(a).

0 \ 0.5

-15 -0.5
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

(a) (b)

Figura 12.10: Semnalul reficut: (a) fara praguire, (b) cu praguire.

Se poate observa cum amplificarile exagerate si nedorite ale anumitor
frecvente prezente doar in zgomot, cauzate de polii functiei Q(w), au dus
la o refacere eronata, inutilizabila. O solutie ar fi eliminarea amplificarilor
exagerate din functia Q(w), iar cea mai simplu mod este de a priagui aceasta
functie cu un prag 7', practic limitand amplificarile nedorite.

T = 2;

Q_prag = Q;
Q_prag(abs(Q_prag) > T) = T;
F_degr = fft(f_degr);

F_rest = F_degr .* Q;
f_rest = ifft(F_rest);
figure;

plot(f_rest);

F_rest_prag = F_degr .* (Q_prag;
f_rest_prag = ifft(F_rest_prag);
figure;

plot(f_rest_prag);

Se poate observa in Figura(12.10(b) ci in acest al doilea caz panta semna-
lului original este reficutd corect, cu pretul unor variatii in zonele uniforme
ale semnalului, variatii care sunt mult mai mici de aceastd datd; aceste
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variatii pot fi eliminate printr-o filtrare adecvatd (cum ar fi cea adaptiva),
astfel incat si palierele sa fie refacute (la 0, respectiv 1).

12.3 Filtrul invers cu constrangeri

Filtrul invers cu constrangeri corecteazi efectele nedorite ale filtrului
invers, ludnd in calcul energia E, a zgomotului. Semnalul restaurat f (t)
este calculat astfel incat energia diferentei intre semnalul degradat f’(t) si
cel obtinut prin trecerea semnalului restaurat prin filtrul de degradare h(t)
s fie egald cu energia zgomotului.

+oo [/ 400 2
/ /h(T)f(t—T)dT—f"(t) dt = E, (12.6)

Trecand in domeniul spectral prin Transformata Fourier, ecuatia devine:
+00 5
/ ‘H(w)ﬁ(w) - F'(w)| dw=E, (12.7)
—oQ

Deoarece ecuatia admite o infinitate de solutii pentru necunoscuta F'(w),
trebuie introdusa o constrangere. O constrangere uzuald o reprezintd impu-
nerea conditiei de minimizare a energiei componentelor de inaltd frecventa
ale semnalului restaurat:

+00 [ 400 2
/ / (P f(t—7)dr | — min (12.8)

unde ¢(t) reprezinta functia pondere a unui filtru liniar trece-sus.
In domeniul spectral ecuatia de mai sus devine:

e 2
/ 0w) ()] — min

Problema este una de minimizare cu constrangeri pornind de la expresia
functiei ¥{F(w)}:

+oo +00
W{F(w)} = / Ow) Pl - A / ’H(w)ﬁ(w)—F”(w)2dw

Expresia lui W{F(w)} se deriveazd in functic de F(w), consideratd a
fi o functie complexd in cazul general de forma F(w) = A(w) + jB(w),
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se egaleza derivatele partiale cu zero si se rezolva ecuatiile ce rezulta din
anularea derivatelor. Estimatul F'(w) va fi:
A )\H* F//
Py = A @E)
[C(w)]? + AIC(w)|

unde A este un parametru pozitiv, care se calculeaza din relatia:

+oo
/ F'@PlCWIt o (12.10)
Je@rE+NH@E? |

(12.9)

In cazul discret, relatia devine:

1 P PIcwlt
Z (P + NH P~ (12.11)

unde w reprezintd frecventele discrete, iar N reprezinta numarul de coeficienti
din spectrul Fourier al semnalului.

Expresia raspunsului in frecventd al filtrului (de restaurare) invers cu
constrangeri, ca solutie la ecuatia de mai sus, este urmétoarea:

_ Fw) MNH ()P
O = Frw) C)P + AH)P

Filtrul poate fi privit ca o cascadd de doui filtre:

— B (W)

(12.12)

e primul, un filtru invers de restaurare (avand functia de transfer data
de H Y(w))
e al doilea, un filtru de corectie a efectelor negative ale primului

Daca |H(w)|? > |C(w)/?, al doilea factor devine ~ 1. Daci |H(w)|? <
|C(w)[?, al doilea factor devine ~ C' L.

12.3.1 Restaurarea prin filtrare inversa cu constrangeri

Filtrul trece-sus utilizat in implementarea operatiei de filtrare inversa cu
constrangeri poate fi, de exemplu, un derivator de ordinul unu, avand functia
pondere de mai jos:

c(t) =[-11] (12.13)

Réspunsul in frecventa C(w) al derivatorului este prezentat in Figura

I2.11

c = [-11];
C = fft(c, N);
figure;

plot(w, abs(fftshift(C)));
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Figura 12.11: Raspunsul in frecventd |C(w)| al derivatorului de ordinul unu.

Pentru o implementare simpla se va utiliza o valoare determinata empiric
a parametrului A:

lambda = 0.2;
Q_constr = 1./H .* ((lambda * abs(H) ."2 )./...
(abs(C) .72 + lambda * abs(H) .~2));

F_rest_constr
f_rest_constr
figure;

plot(f_rest_constr);

F_degr .* Q_constr;
ifft (F_rest_constr);

Rezultatul filtrarii este prezentat in Figura [12.12

12.4 Filtrul Wiener

Filtrul Wiener se bazeaza pe o abordare statistica a operatiei de restau-
rare. Valorile semnalului restaurat sunt calculate astfel incat s minimizeze
eroarea patraticd medie fatd de valorile semnalului original:

A N\2
E { (f(t) - f(t)) } — min (12.14)
Dezvoltand relatia de mai sus, obtinem urméatoarea expresie pentru ras-
punsul in frecventa al filtrului de restaurare Wiener:

H (w)*® (w)
[H (W)@ (w) + ©r(w)

Q(w) = H Yw) (12.15)
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Figura 12.12: Rezultatul filtrarii inverse cu constrangeri pentru semnalul din

Figura[12.2}

unde ®¢(w) si ®,(w) reprezinta densitatea spectrala de putere a semna-
lului util f(t), respectiv a zgomotului r(t).

Interpretarea poate fi similara cu cea a filtrului invers cu constrangeri:
o cascadare a unui filtru invers de restaurare cu un filtru de corectie, care
inglobeaza cunostinte despre distributia in frecventd a puterii semnalului
util, respectiv a zgomotului. Densitatea spectrald de putere a semnalului
util este in general necunoscuta si trebuie estimata din datele disponibile: o
singura realizare particulara a semnalului degradat.

O modalitate simpla, practicd, dar nu foarte precisi de a estima cantita-
tea ®f(w) este urmatoarea:

[F"(w)]* = |[R(w)|*  daca
D)~ |Fw) = F"(@) > |R()| (12.16)
0 1in rest

Densitatea spectrala de putere a zgomotului este in general aproximata
cu o constantd A (zgomotul fiind presupus alb):

P, (w)~ |RW)*=A (12.17)

Operatia de filtrare se poate implementa in Matlab utilizdnd functia
deconvwnr, astfel:

f_rest_wiener = deconvwnr(f_degr, h, nsr);
figure;
plot(f_rest_wiener);
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unde raportul zgomot-semnal nsr (Noise-to-signal Ratio) se estimeaza ca
raportul dintre varianta zgomotului si cea a semnalului. Pentru utilizarea
functiei in mediul Octave, este necesard incdrcarea prealabild a pachetului
1mage, aceasta facAndu-se prin introducerea urmétoarei comenzi:

>>pkg load image

Rezultatul restaurarii utilizand filtrul Wiener este prezentat in Figura

M2.13.

-0.6

Figura 12.13: Semnalul restaurat utilizand filtrul Wiener.

12.5 Exercitii

1. Repetati pasii operatiei de filtrare inversd pentru diverse valori ale
pragului T

2. Modificati filtrul de mediere utilizat pentru degradarea semnalului,
astfel incat sa aiba o fereastrda de dimensiune 5, respectiv 9.

3. Estimati energia zgomotului £, utilizand relatia ((12.3)), apoi determinati
valoarea optima a parametrului A, pe baza relatiei (12.11]).
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